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L Motivacién

L Funciones de dos variables

Para las funciones bilineales de dos variables f(x, y) podemos
considerar las dos clases de funciones siguientes:

m funciones simétricas fs(x, y) = fs(y, x)
m funciones antisimétricas f5(x,y) = —f,(y, x)

Cualquier funcién bilineal de dos variables se puede escribir de modo
anico como suma de una funcién simétrica y una antisimétrica

f(x,y) = fs(x,y) + fa(x, y).

Cada una de estas clases de funciones se llaman clases de simetria y
es un grupo invariante bajo permutaciones.
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L Motivacién

L Funciones de tres variables

Consideramos ahora funciones multilineales de tres variables.
Tenemos las siguientes clases de funciones:
1. funciones simétricas
fs(x1,x2, x3) = S(Xa(1)7XO'(2)7XU(3))
2. funciones antisimétricas
fa(Xl,Xz,X:;) = sign(a) . fa(Xo'(l)u XU(2), XU(3))
3. funciones ciclicas
fC(Xl,Xz,Xg,) + fC(X3,X1,X2) + fc(Xg,X3,X1) =0
Cualquier funcién multilineal de tres variables se puede escribir de

modo nico como suma de funciones simétricas, antisimétricas y
ciclicas

f(x1,x2,x3) = fs(x1, %0, x3) + fa(x1, X2, x3) + fe(x1, X2, X3).

Cada una de estas clases de funciones se llaman clases de simetria y
es un grupo invariante bajo permutaciones.
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L Motivacién

L Funciones de mas variables

En general, cada funcién multilineal de n variables f(xi, x2, ..., x5)
se puede expresar de modo Gnico como suma de p, funciones
distintas, cada una de ellas perteneciendo a una clase de simetria
diferente.

pn = nimero de particiones distintas de n

Esta descomposicion se mantiene también para tensores. Por ahora
sélo dos clases de simetria de tensores han sido estudiados en
profundidad:

m productos tensoriales simétricos
m productos tensoriales antisimétricos
m jy los demas?

Objetivo: dar todas las clases de simetria.
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L Definiciones

L Productos tensoriales

V espacio vectorial de dimensién d:
n

——
m VO ={f:V*x...x V" — C multilineal}
——
m Sym"V = {f: V" x ... x V* — C multilineal tal que
f(Xl, PN ,Xn) = f(Xa(l)a PN 7Xo(n))} - V®n
n
——f
B A"V ={f:V*x...x V' — C multilineal tal que
f(Xl, ‘o ,Xn) = Sign(O')f(XU(l), co ,Xg(n))} - V®n
—N—
B S,V ={f:V"x...x V" — C multilineal tal que
...... }C V® con A =n
m V¥ =), S,V donde la suma recorre todos los diagramas de
Young A tales que || = n.
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L Definiciones

LDiagramas de Young

B A= (A, A2, ..., \p) diagrama de Young (A1 > ... > Ap):

A=(3,2,2,1) =

A:(2,1,1):§j

® |\ = A1+ ...+ Ay nimero de cajas

m diagrama de Young conjugado \*: simetria respecto de la

diagonal

m orden parcial entre dos diagramas de Young A\, u:

A < p siy sélo si:
m A= [yl
B A <

B+ g o, A+ Ao 4 ps < Ao+ ps,
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L Definiciones

LDiagramas de Young

m Conjunto critico de A (Crit(\)): conjunto de elementos
minimales del complementario del conjunto parcialmente
ordenado {u : pu < A}

m 7 denota particiones de {1,...,n}
m o denota permutaciones de {1,...,n}

m de cada permutacién podemos obtener una particidn
descomponiendo o en ciclos (par(c) = )

m shape(m) = A = (A1, A2, ..., A\m) diagrama de Young
correspondiente a la forma de 7

m Pos(m) = {o tal que par(c) < 7}
m Neg(m) = {sign(o)o tal que par(o) < 7}
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L Definiciones

L Ejemplo

Si consideramos V®#, entonces tenemos que considerar los
diagramas de Young de 4 cajas. Los ordenamos segin el orden
parcial:

Igrs.grg—

(1,1,1,1) < (2,1,1) < (2,2) < (3,1) < (4
Damos los conjuntos criticos correspondientes:
- Crit(1,1,1,1) =(2,1,1)
m Crit(2,1,1) = (2,2)
m Crit(2,2) =(3,1)
m Crit(3,1) = (4)
m Crit(4) =1
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L Resultado

L Teorema

Teorema

Sea V espacio vectorial de dimensién d y f € SyV donde \ es un
diagrama de Young de n cajas.

Sea 7 una particion tal que shape(r) pertenece al conjunto critico
de )\, entonces

Z f(ch(l)a 000 aXO'(n)) =0 (1)

o€ Pos()

Sea 7 particion tal que shape(m) pertenece al conjunto critico de

\*, entonces
> (foays -2 Xo(m) =0 (2)
o€ Neg(m)

La clase de simetria de SV esta generada por las funciones que
cumplen (1) y (2). Las clases de simetrias de V®" estan formadas
por las funciones que cumplen (1) y (2) para todos los diagramas
de Young posibles de n cajas.
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L Resultado
L Clases de simetria paran=4con A = (1,1,1,1)

A=(1,1,1,1)

Crit(1,1,1,1) = (2,1,1) = Calculamos todas las particiones m de
la forma (2,1,1) y aplicamos Pos(7):

m {{1,2},{3},{4}} = f(x1,x2,x3,xa) + (X2, x1,%3,%3) = 0
m {{1,3},{2},{4}} = f(x1,x2,x3,xa) + f(x3, X2, x1,%x3) = O
m {{1,4},{2},{3}} = f(x1, x2, x3, xa) + f(xq,%2,x3,x1) = 0
m {{2,3},{1},{4}} = f(x1,x2,x3,xa) + f(x1,Xx3,%2,%x3) =0
m {{2,4},{1},{3}} = f(x1,x2,x3,xa) + f(x1, X4, x3,x2) =0
m {{3,4},{1},{2}} = f(x1, x2, x3, xa) + f(x1, %2, Xa,x3) = 0

Crit(1,1,1,1)* = Crit(4) = )
Estas ecuaciones corresponden con las de A* V.
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L Resultado

L Clases de simetria paran=4 con A\ = (2,1,1)

A=(2,1,1)

Crit(2,1,1) = (2,2) = Calculamos todas las particiones posibles 7
de la forma (2,2) y aplicamos Pos():
u {{17 2}7 {3? 4}} = f(Xla X2, X3, X4) + f(Xla X2, X4, X3) +
f(X27 X1, X3, X4) + f(X27 X1, X4, X3) =0
m {{1,3},{2,4}} = f(x1, %2, x3,xa) + £ (x1, x4, X3, %2) +
f(x3,x2, x1,xa) + f(x3,xa,x1,%2) =0
u {{1’ 4}7 {2’ 3}} = f(Xla X2, X3, X4) + f(Xla X3, X2, X4) +
f(xa, x2, X3, 1) + f(xa,x3,%2,x1) = 0
Crit(2,1,1)* = Crit(3,1) = (4) = Calculamos todas las particiones
posibles 7 de la forma (4) y aplicamos Neg():

m {1,2,3,4} = > sign(0)f(Xs(1), Xo(2)s Xo(3)> Xo(4)) = O
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L Resultado

L Clases de simetria para n =4 con \ = (2,2)

A= (2,2)

Crit(2,2) = (3,1) = Calculamos todas las particiones posibles 7
de la forma (3,1) y aplicamos Pos(r):

m {{1,2,3},{4}} =
f(Xl,Xz,X3,X4) + f(XQ,X3,X]_,X4) + f(X3,X1,X2,X4) +
f(x2, x1, X3, xa) + f(x3,x2, X1, Xa) + (X1, %3, X2,%4) = 0
m {{1,3,4},{2}} =
f(x1,x2, X3, xa) + (X3, x2, X4, x1) + f(xa, %2, X1, x3) +
f(x1, x2, Xa, x3) + f(xa, %2, x3,x1) + f(x3, %2, %1, X%4) =0
m {{1,2,4},{3}} =
f(x1, x2, x3,xa) + f(x2, xa, x3,x1) + f(Xa,x1,%3,%2) +
f(Xl,X4,X3,X2) + f(X4,X2,X3,X1) + f(Xg,X17X3,X4) =0
m {{2,3,4},{1}} =
f(x1, x2, x3,xa) + f(x1,x3, Xa, x2) + f(x1, Xa, X2, x3) +
f(x1,x2, X4, x3) + f(x1, Xa, X3, x2) + (X1, x3, X2, %4) = 0
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L Resultado

L Clases de simetria para n =4 con \ = (2,2)

A= (2,2)

Crit(2,2)* = Crit(2,2) = (3,1) = Calculamos todas las particiones
posibles 7 de la forma (3,1) y aplicamos Neg(7):

= {{1,2,3},{4}} =
f(x1, %2, X3, xa) + f(x2, X3, x1, Xa) + f(x3, X1, X2, Xa) —
f(X25X15X3aX4) - f(X3aX27X13X4) - f(X15X37X27X4) =0

m {{1,3,4},{2}} =
f(XI;X27X37X4) + f(X3aX27X47X1) + f(X47X27X17X3) -
f(X17X27X47X3) - f(X47X27X37X1) - f(X37X27X17X4) =0

m {{1,2,4},{3}} =
f(x1,x2, x3,xa) + f(x2, xa, x3,x1) + f(Xa,X1,%3,%2) —
f(X17X47X37X2) - f(X47X27X37X1) - f(X27X17X37X4) =0
m {{2,3,4},{1}} =
f(X15X25X3aX4) + f(X15X37X4aX2) + f(X15X47X27X3) -
f(XlaX27X47X3) - f(XlaX47X37X2) - f(XlaX37X27X4) =0
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L Resultado

L Clases de simetria para n =4 con A = (3,1)

A= (3,1)

Crit(3,1) = (4) = Calculamos todas las particiones posibles 7 de
la forma (4) y aplicamos Pos(7):

u {1’ 2, 374} = Z f(XU(1)7XU(2)7XU(3)7XO’(4)) =0
Crit(3,1)* = Crit(2,1,1) = (2,2) = Calculamos todas las
particiones posibles 7 de la forma (2,2) y aplicamos Neg(r):

u {{1’ 2}7 {3’ 4}} = f(Xla X2, X3, X4) - f(Xla X2, X4, X3) -

f(x2, x1, X3, xa) + f(x2, x1, X2, x3) = 0

u {{17 3}7 {2? 4}} = f(Xla X2, X3, X4) - f(Xla X4, X3, X2) -

f(x3, %2, x1, xa) + f(x3,xa,x1,%) =0

m {{1,4},{2,3}} = (3, %, X3, xa) — f(x1, x3, %2, x4) —

f(X4a X2, X3, Xl) + f(X4a X3, X2, Xl) =0
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L Resultado

L Clases de simetria para n = 4 con \ = (4)

A= (4)

Crit(4) = 0 = No hay ecuaciones Pos(7)

Crit(4)* = Crit(1,1,1,1) = (2,1,1) = Calculamos todas las

particiones posibles 7 de la forma (2,1,1) y aplicamos Neg(r):
m {{1,2},{3},{4}} = f(x1,x2,x3,x4) — f(x2, X1, x3,xa) =0
w ({13}, {2}, {4}} = 1
o ({14} {213} = f
o {231 {1), {4)) = f
o {241 {1), 3} =
m {{3,4},{1},{2}} = f(x1, %2, x3, xa) — f(x1, X2, Xa, X3

Estas ecuaciones corresponden con las de Sym*V.

X1, X2, X3, X4 X3, X2, X1, X4

X1, X2, X3, X4 X4,X2,x3,x1) =0

X1, X2, X3, X4

X1, X2, X3, X4 X1, X4, X3, X2

—~ ~~ —~
~— ~— ~— ~—

—f(
—f(
—f(
—f(

) =

x1) =
X1,X3,X2,Xa) =

) =

) =
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iMuchas gracias!
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