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Resumen

El objetivo de este trabajo es dar una expresién para el fibrado
conormal del espacio grassmanniano de rectas G(1,n). Para ello debe-
mos empezar explicando algunos conceptos que nos haran falta sobre
los espacios grassmannianos generales G(k,n) (inmersion de Pliicker,
coordenadas Pliicker, fibrados universales...). Luego utilizaremos varias
sucesiones exactas, entre ellas la sucesién exacta universal y el com-
plejo de Eagon-Northcott, para construir un diagrama. Al probar que
dicho diagrama es conmutativo podremos identificar el fibrado conor-
mal de G(1, n) con la parte alternada de uno de los fibrados universales
usando el lema de la serpiente.

Abstract

The aim of this document addresses to establish an expression for
the conormal bundle of the grassmannian G(1,n). In order to achieve
that, it must be necessary to explain some of the concepts that will
be used regarding the general grassmannian spaces G(k,n) (Pliick-
er embedding, Pliicker coordenates, universals bundles...). Eventually
several exact successions will be used, the universal exact sequence and
the Eagon-Northcott complex amongst them, in order to build a dia-
gram. By means of testing that such diagram is commutative, we will
be able to identify the conormal bundle of G(1,n) with the alternated
part from on of the universals bundles by using the Snake Lemma.
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1. Introducciéon

Una de las herramientas mas imortantes para entender la geometria de
los embedding de una subvariedad dentro de un espacio mayor es estudiar
el fibrado normal de un embedding. Por ejemplo, las deformaciones de los
embedding corresponden con secciones del fibrado normal. El caso en el que
el espacio ambiente es el espacio poryectivo ha sido estudiado exhaustiva-
mente a lo largo del tiempo. Como un ejemplo del interés del fibrado normal
de variedades proyectivas, la conjetura de Hartshorne esta relacionada con
que el fibrado normal escinda y la amplitud del fibrado normal nos facilita
una simple demostracién del teorema de Baryh-Larsen usando el teorema de
desaparicion de Le Potier para fibrados vectoriales amplios [6]

El objetivo de este trabajo es poder dar una expresion particular para
el fibrado normal en el caso de tratar con G(1,n). Para ello estudiaremos
a fondo el embedding de Pliicker y los fibrados universales [1] ya que iden-
tificaremos el fibrado normal con la parte alternada de uno de los fibrados
universales.

2. Preliminares

Para esta seccién nos apoyaremos en la notacién y los conceptos usados
en [1].

2.1. Las grassmannianas como variedades

Sea V un espacio vectorial de dimensién n + 1 sobre un cuerpo K de
caracteristica 0 (podemos suponer que tratamos con el cuerpo de los com-
plejos C). Consideramos también P(V') = P™ el espacio proyectivo de todos
los hiperplanos de V. Otra forma de ver P(V') es como el conjunto de rectas
en V*.

Definicion 2.1. Definimos las grassmannianas G(k,n) como el conjunto de
subespacios lineales k—dimensionales de P™. También podemos identificarlo
naturalmente con el conjunto de subespacios lineales (k+ 1)—dimensional de
V* (0 con el conjunto de cocientes (n — k)—dimensionales de V).

Durante esta seccién abusaremos un poco de la notacién ya que identifi-
caremos un k—plano de P™ con el correspondiente subespacio lineal (k+1)—
dimensional de V*.

Algunos casos particulares son los siguientes:



- G(0,n) = P"
» G(n—1,n) =P

Ahora daremos estructura de variedad a G(k,n). La idea es recubrirlos
por cartas afines y analizaremos cémo funcionan en la interseccién de dichos
conjuntos afines.

Empezamos fijando un sistema de coordenadas {xq, ..., x,} de P" o
equivalentemente, fijaremos una base {wy, ..., wy,} de V*. Representaremos
un elemento A de G(k,n) por una matriz (a;;) que llamaremos matriz de
Pliicker

app -.-- Qon
A=

ako ... QAgn

donde las filas son las coordenadas de una base de A.

Si cambiamos la base de A, la matriz Pliicker cambia multiplicando a la
izquierda por una matriz cuadrada (no degenerada) de dimension k + 1 que
corresponde al cambio de base en A.

Si asumimos que el menor correspondiente a las primeras k -+ 1 columnas
no es cero, podemos multiplicar por una matriz determinada y asf representar
A de forma tnica por la matriz siguiente:

10 ... 0 bogt+1 --. bon

0 1 0 b1k+1 ce bln

0 0 ... 1 brgy1 --- bin
Asi sabemos que G(k,n) contiene un subconjunto abierto afin de dimension
(k+ 1)(n — k) de coordenadas bog1, .. .,bk,. Este subconjunto puede ser
descrito como el conjunto de k—planos que no cortan al (n — k — 1)—plano
de ecuaciones xg = ... =z = 0.

Como al menos uno de los menores de orden k£ + 1 de la matriz Pliicker

no es cero, G(k,n) puede ser recubierto por (ZI}) piezas afines.

Notacién 2.2. Denotamos por Uy, .. i, al subconjunto abierto afin de G(k,n)
correspondiente al subespacio que no corta al (n—k—1)—plano de ecuaciones
Tiy = ... = T3, = 0. O equivalentemente, subespacio tal que el menor mawi-
mal de la matriz de Pliicker considerando las columnas ig, ..., i no es cero.

Faltaria describir el cambio de coordenadas de una pieza a otra. Asi
demostrarfamos que G(k,n) es una variedad abstracta de dimension (k +



1)(n—k). Como el caso general es engorroso, lo veremos en el caso particular
de kK =1y n =3 en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.3. Supongamos que k = 1 y n = 3. Consideramos dos piezas
afines Uy y Upa. Corresponden a las matrices siguientes:

1 0 a b
U°1“’<01cd>

1 d 0V
U””(o ¢ 1 d’)

Tienen interseccion cuando ¢ # 0 en Uy, y ¢ # 0 en Upy. La primera matriz
representa la misma linea que:

d
(1—1§0b—dac)
o - 1 2

a ad 1 d
be,d)=(——,b——, =, =)= (W, d
¢(a7 707 ) ( c7 C’C’C) (a 7C7 )

que es un isomorfismo de {c¢ # 0} a {¢' # 0}.

2.2. Embedding de Pliicker

Para ver G(k,n) como una variedad proyectiva, necesitamos considerar
la siguiente aplicacién que llamaremos embedding de Pliicker

ot GE,P(V)) — PN VY

Llvo,...,vx] +—— [voA...Avg]
donde Lvy,...,v;] representa el espacio lineal en P(V) generado por los
vectores linealmente independientes vy, ..., v € V* y [ugA...Avg] simboliza

el punto de P(A"™ V) representado por vy A ... A vy (tomando en A\F V*
la base {...,e; Ao A€ s---))

Fijamos una base en V* y la inducida en A" V. Entonces ¢y, asocia al
espacio generado por las filas vg, .. ., v; de la matriz de Pliicker un punto en
P(A"™ V) cuyas coordenadas son las del menor maximal de la matriz. Es
decir, g, asocia a un espacio definido por una matriz de Pliicker el punto
de IP’(ZE)_1 cuyas coordenadas son todos los menosres de orden k£ + 1 de la
matriz. Ademés se verifica que g, estd bien definido.

k+1



Definicion 2.4. Las coordenadas homogéneas en ]P’(/\kJr1 V') inducidas por
la eleccion de las coordenadas en P(V') se llaman coordenadas Pliicker y se
denotan por piy...i.- (Los piy.. i, son las coordenadas que corresponden al
determinante de la matriz (k 4+ 1)(k + 1) obtenido tomando las columnas
0, - - - ,Zk)

Ahora, se verifica que ¢, es un embedding de G(k,n) en P(A*™ V)
como subvariedad algebraica. Veamos por qué.

- Para cada conjunto afin abierto Vi, . i, = {pio,..i, 70} C IP’(/\kJrl V)
se tiene que la siguiente igualdad

©rn(G(k,n)) ﬂ Vioin = PUig,...six))

, esun embedding algebraico

,,,,, i

serfa suficiente para probar que g, v,
en Vig g

- Trabajaremos con Uy, . . Viene representado por la matriz siguiente,

1 0 ... 0 bogst ... bon
01 ... 0 b1 ... bin
0 0 ... 1 bk:lc—f—l co. ben

Para esta matriz tenemos que po . = 1 y consideramos el resto de las
coordenadas Pliicker como las coordenadas en Vq 1. Pero todas las
coordenadas de Uy, (que son los (b;;)) aparecen como coordenadas
de @r,. Mas preciso, cada b;; aparece como el menor de la matriz
anterior tomando las columnas 0, ... ,1,. .. ,k,j. Esto prueba que ¢g,
es un embedding.

Veamos ahora si podemos definir G(k,n) en P(A*™ V) mediante poli-
nomios. Lo veremos en el caso de G(1, 3).

Ejemplo 2.5. Primero elegimos un sistema de coordenadas en P3 y repre-
sentamos una recta en P> mediante la matriz

apo aplr G@o2 Qo3
aijp a1 a2 a3
Tiene 6 coordenadas Plicker:

Gpo Aol

Po1 =
aip a1
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Doz = app o2
ajp a2
apo o3
Po3 =
ajp a3
P12 = apr  @ap2
ay; a2
aplr  @o3s
P13 =
aj; a3
| ap2 aps
P23 =
aip @13

Desarrollando por las dos primeras filas el determinante de la siguiente ma-
triz

Gpo aoir @o2 ao3
aipp a1 a2 a3
Qoo aoir @o2 ao3
aipp ail a2 a3

se tiene que la imagen de G(k,n) en P5 satisface la siguiente ecuacion
cuadrdtica:

DP01P23 — Po2P13 + pozpi2 = 0.

Esta es la inica ecuacion de G(1,3) ya que define una variedad irreducible
de dimension 4 que contiene a G(1,3) (que también tiene dimension 4).

Analizaremos un poco mas a fondo este tema, daremos ecuaciones poli-
nomiales a G(1,n). Empezamos fijando una base de V' y su correspondiente
base dual en V*. Para simplificar la notacién denotaremos por G a G(1,n).
Y consideramos las coordenadas de Pliicker {p;; }o<i<j<n en G. Podemos ver
G como una subvariedad de P(A? V).

Observacion 2.6. Consideramos @ < j ya que p;j = —pj; st j < i.

Notacion 2.7. Distinguimos mediante letras mayisculas o minisculas a los
subespacios de una grassmanniana y a los subconjuntos de P":

» [ € G(m,n) como elemento de una grassmanniana



= L C P" como subconjutno de P" que representa el subespacio lineal
m—dimensional inducido porl yl C V*.

Notacion 2.8. n P} C P es el sistema lineal de hiperplanos de dimen-
ston n — 2 que contiene una recta L.

] IP;l;‘ C V es el subespacio lineal (n — 1)-dimensional que define P}.

Para cada recta con coordenadas Pliicker p = (p;;) definimos los vectores

w; = (Pios - - -, Pin)
con ¢ =0,...,n Yy las formas lineales
Hiji = pjrxi — pikTj + pijTy
con i,j,k=0,...,n donde xg, ..., x, forman un sistema de coordenadas de
Pn
Tenemos que:
= los vectores w; generan el espacio lineal de [ C V'*.

» las formas lineales H;j;, generan el subespacio lineal de IP% cv

= de hecho, las ecuaciones de G en el espacio de Pliicker son H;jx(w;) =0
para i,j5,k,l=0,...,n.

Si damos las ecuaciones H;j,(w;) = 0 de forma explicita obtenemos lo
que llamaremos relacion de Plicker

DijPkl — PikPji + Pupjk = 0

Notacion 2.9. Se tiene que las coordenadas Pliicker representadas por p;;
son los nimeros en si, mientras que q;; representan las coordenadas en el
espacio en el que estd la grassmanianna que vamos a estudiar.

Observacioén 2.10. Sabemos que el espacio H°(9pn (1)) @ dg estd generado
por los hiperplanos x; de P™ y ademds se verifica que x; \ xj = p;j.



3. Modbdulos

3.1. Definiciéon

Una definicion que usaremos al final del trabajo es la siguiente:

Definicion 3.1. Sean A, B , C' y D A-mddulos y sea o, B, v y § homomor-
fismos de A-mddulos. Decimos que el diagama

A—"=B

P, b

C——D

es conmutativo si foa=0oa:A— D

3.2. Producto tensorial

Necesitaremos algunos conceptos sobre productos tensoriales, producto
exterior y producto simétrico vistos en [3].

Sean M y N R-modulos. El producto tensorial de M y N sobre R,
M ®pr N, es el R—mo6dulo generado por m ® n con m € M y n € N
satisfaciéndose las relaciones

TMmnN=mern
(m+m)@n=men+m ®@n
menm+n)=men+men

para cada r € R.
Estas relaciones muestran precisamente que la aplicaciéon natural

b: MxN — M®@N
mxn +— mQn

es bilineal.

De aqui se sigue que el producto tensorial junto con la aplicacion tiene (y
se caracteriza por) la siguiente propiedad universal: para cualquier moédulo
P, las aplicaciones bilineales M x N — P tiene una correspondencia 1 — 1
con el homomorfismo M @ N — P componiendo con la aplicacion b. Esto es,

Hom(M ®@r N,P) = {aplicaciones bilineales de M x N en P}
¥ — pob



Es elemental que una aplicacién bilineal M x N — P es igual que un
homomorfismo M — Hompg(N, P). Asi podemos reescribir el isomorfismo
natural anterior como el isomorfismo natural siguiente,

Homp(M ®@r N, P) ~ Homgr(M, Homg(N, P))

El algebra tensorial de R-mdédulos M es el dlgebra graduada y no con-
mutativa,

Tr(M)=R&Md (M M)®...
donde el productode 21 ® ... Rz, ¥y Y1 ® ... Yy, €s:

En el caso mas interesante, cuando M es un R-mddulo libre en x;, Tr(M)
es simplemente el algebra libre (no conmutativo) en los z;. Cuando conoce-
mos el anillo R sobre el que trabajamos podemos escribir T'(M).

El algebra simétrica de M es el algebra Sg(M) obtenida de Tr(M) im-
poniendo la ley conmutativa, que es, mediante factorizacion del ideal bilatero
y por la relacién x ® y — y ® x para cada x,y € M. Cuando el contexto es
claro podemos escribir simplemente S(M).

Finalmente el algebra exterior de M es el dlgebra A (M) obtenido de
Tr(M) imponiendo la conmuttividad-skew que es, factorizando por el ideal
bildtero generado por los elementos 2 = x ® x para cada z € M. (De la
formula (x 4+ y) @ (r+y) =zRr+2xRQy+yRcr+y®y vemos que
r®y+y®xvaalen A\pM para cada z,y € M, entonces A\, M tiene
realmente la conmutatividad-skew). Cuando el contexto es claro podemos
escribir simplemente A (M).

Notacion 3.2. Usaremos la siguiente notacion:
s S'F representa el producto simétrico i-ésimo de F

] /\ZF representa el producto exterior i-ésimo de F

3.3. Isomorfismos candénicos entre espacios vectoriales

Supongamos un espacio vectorial V' de dimension n, su espacio dual V*,
W un espacio vectorial de dimensiéon m y su espacio dual W*. Veamos en
primer lugar que Hom(V,W) 2 V* @ W.



Proposicion 3.3. La aplicacion
VieW — Hom(V,W)

vV — w
fev — { v o—  f(v)w

es un isomorfismo.

Demostracion. Haremos la demostraciéon usando bases. Supongamos que la
base de V es B = {ey,...,en}, su base dual B* = {e],...,e}}, la base de
W es B' = {ai,...,am} y su dual B” = {a},...,a},}. Queremos ver que
Hom(V,W) = V* ® W. Las siguientes identificaciones son conocidas,

Hom(V,W) = Hom(V,(W*)*) = Hom(V, Hom(W*,K)) = Bil(V,W*;K)

VW=V (W * =(VeW")*=Hom(V e W*K)

Sea ¢ € Hom(V,W) dado por ¢(e;) = >_; Aija;, queremos ver que ¢ €
V* @ W vendria dado por
P =205 M€ @aj.

Sea ¢ € Hom(V,W). Por las identificaciones anteriores se tiene que
¢ € Bil(V,W*;K) viene dado por (v, f) = ¢(v)(f) = f(e(v)). Ahora
plexsaf) = af (plex)) = a7 (X, Auyay) = At

Debemos comprobar que la expresion de ¢ como elemento de V* @ W
coincide con A al evaluarlo en (eg,a;) y asi seran iguales

pler,ay) = Y Nije; @ ajleg,a) = > Nijej (ex)aj(a)) = A

Entonces se verifica que ¢ =) \jjel ® a;.

Proposicién 3.4. La aplicacion

VFONV — V
fawAw) — fv)w— f(w)

es un isomorfismo

Demostracion. Usamos la notaciéon y el isomorfismo probado en la Proposi-
ci6n 3.3. Si W = A?V con dimV = 2 entones probar que V* @ A\?V = V
es equvalente a probar que V = Hom(V, /\2 V). Como la dimension de V' es
2, entonces dim \>V = 1y por tanto Hom(V, A\>V) = 2. Entonces, para
probar el isomorfismo basta probar la inyectividad o la sobreyectividad de
la siguiente aplicacién,



Lo maés sencillo es comprobar la inyectividad: v € ker(¢) < ¢, =0 &
para cada w € Vv Aw =0 & para cada w € V,dim <v,w ><1=v=0
porque dim(V') > 1. Luego ker(¢) = 0.

De esta forma tenemos dos isomorfismos:

1.

Hay que buscar v € Vy ¢ @ w € V* @ A2V tal que p(v) = ¢(¢ ® w)
Como dim(V') = 2, entonces supondremos que V =< vj,v9 >y
V* =<of,v5 >.

Usando estas bases daremos los isomorfismos anteriores,

1.
V. — Hom(V,\*V)
vV — AV
v > v, — 0
vy —— V2 AU
vV — AV
Vg > V1 —— V1 A U2
vo — 0
2.
Vo N2V — Hom(V,\*V)
vV — AV
’UT@(’Ul/\UQ) — V1 —— V1 AUy
vg +—— 0
vV — AV
v3 @ (v1 Ava) —> vy — 0

vy +—— U1 N\ Uy
Damos finalmente el isomorfismo que estabamos buscando.

VO NV — V
fe@Aw) — fl)w- flw)v
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Cuando tratamos en particular con las bases de V' y V* tendriamos la
siguiente aplicacién.

Vo N2V — vV
2)1 (1)1 A\ UQ) — U9
v ® (v Ava) — —ug

3.4. Complejo de Eagon-Northcott

3.4.1. Partiendo de una aplicacién de médulos libres finitamente
generados

Nos apoyaremos en el apéndice 2.6 de [3].
El complejo de Eagon-Northcott estd asociado a una aplicacién arbitraria
de moédulos libres finitamente generados

p: F — G

sobre un anillo R. Llamamos f al rango de F'y g al rango de G. Supondremos
que f > g.

Empezaremos con una reinterpretacion del complejo de Koszul. Sea S =
S(G) éalgebra simétrica en G (es decir, anillo polinomial graduado en un con-
junto de generadores libres para G, mirados como elementos de grado 1). Si
suponemos que 1, ..., Ty es una base libre de G, entonces S = R[zq, ..., xg].

Ahora, si llamamos F’ al S-modulo siguiente S ® F/(—1), sabemos que
hay una tnica aplicaciéon de S—médulos

o: FF — S

quemanda F=R®Q F =(S® F)o=F] C F' en G = 5,G por ¢.
En términos de bases tendriamos que,

- sieq,...,ep es un conjunto de generadores libres de F', entonces pe; =
> rijxzj donde r; € R (viendo rjjz; como elemento de G).

. / / [P s v
- si llamamos € al generador 1 ® e; € F', entonces ¢'e; = > r;jx; visto

como elemento de S = R[z1,...,z4].
Sea
K(¢'): 0 N F N F N2 F' Janay
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el complejos de Koszul determinado por ¢’ sobre el anillo S. Como las aplica-
ciones borde de K(¢') son homogéneas de grado 0 en el sentido del graduado
de S, podemos restringir a un tnico grado y asi llegamos a un complejo de
R—modulos libres llamados strand de K(¢').

Explicitamente, en grado d tenemos un complejo

i i—1
K@a:.. %85G \NFS SiinGo \NFS ... % 5,.GaF % 5,G

donde 0 representa las diferenciales.

Llamamos {#;} a los elementos de la base de G*, que es la dual de la
base {z;} de G. Tenemos que ¢*(z&;) € F* actia en A F. Por otro lado
la aplicacion @ toma un elemento m ® f € Sq_ ;G ® /\ZF y lo manda a
S xim @ ©*(4)(f) € Sq_ip1GR NTLE.

Veamos que 92 = 0. Para ello tomaremos el elemento ¢ = Y 2; ® ©; €
G ® G* que llamamos elemento traza. Este elemento es independiente de
la base x; que tomemos. Ademds se verifica que es la imagen del elemento
identidad bajo la aplicaciéon R — G ® G* (que es dual a la aplicacion evalu-
acion G* ® G — R). Las aplicaciones 9 estan dadas por multiplicacion por
¢, visto como un elemento de S(G) ® A\ G* (donde la accion de A G* en A F'
es mediante una aplicaciéon algebraica A ¢* : A G* — A F*). En particular,
como S(G)® /\ G* es el algebra exterior sobre SG del SG—moédulo SG® G*
y ¢ es un elemento de grado 1, se tiene que ¢? = 0 y por tanto 9% = 0.

Ahora dualizamos K (¢')4 tomando Hom(—, R),

i—1 i
K(@)g:. .. = (S4—it1G)” ®/\Fk (Sa—i )*®/\F*—>

Si elegimos un elemento o € /\f F (es posible tomarlo ya que I es libre),
podemos usarlo para identificar A’ F* con A/~ F*. Por notacion, tomamos
D,G* = (S;G)*.

Usando estas dos identificaciones reescribimos K (¢')%,

f—1 f—i
K(¢)5 0—>DdG*®/\F—>Dd G* ®/\F—> .= Dy_iG*® \ F

f—i—1
% DyiaG 0 N\ F5..
Como DG* es un modulo sobre SG, la aplicacion § puede ser descrita
como multiplicacion por c € G® G* C SG @ \ G*.
Para conseguir el complejo de Eagon-Northcott nos centraremos en un
tipo de complejo creado mediante la unién de los complejos de la forma
K5y K(¢')f—g—a en el caso de que d < f — g. Asi tendremos que:

12



- el altimo término por la derecha de K(¢')} es DyG* ® N7 F que lo
podemos identificar con /\f_d F ya que DoG* = R.

- el primer término por la izquierda de K(¢')f_g_q es N9 F.
Definimos una aplicacién para unir los dos complejos

e:/\fﬁdFH/\ffdng

Llamamos C' al complejo obtenido uniendo K(¢');_yi con K(¢'); me-
diante la aplicaciéon e definida antes. Cuando ¢ = 0 obtenemos el complejo
de Eagon-Northcott.

Detallamaos un poco més la aplicacién e antes de dar el complejo de
Eagon-Northcott. Definimos € en términos de un generador v € AYG* = R
(podemos tomar 7 ya que hemos asumido que G es libre). Tomado v defini-

mos para cualquier k > g la aplicacién
€: /\k FP— /\k_g F

que es la accion de A? ¢*y en F. Traducimos en términos de bases. Si
tomamos I un subconjunto i3 < iy < ... < i de {1,...,f} y e =
e, N\ ... Nej, producto correspondiente, entonces

e(er) = Z sgn(J C I)(det(pJ))er—y
JCI)J|=g

donde:

- sgn(J C I) es el signo de la permutacién de I que pone elementos de
J en las primeras g posiciones.

- ¢J es la submatriz g x g de ¢ cuyas columnas corresponden a los
elementos de la base con indices en J.

- e;—yj es el producto wedge de vectores de la base cuyos indices estdn
en el conjunto I — J.

En el caso de que tomamos k = g tendriamos la aplicacién
e NF—=N\F=R
que lo podemos identificar con la, composiciéon siguiente

NF-LEpNG2R

13



Ya tenemos todos los datos para escribir el complejo de Eagon-Northcott.
Usaremos las siguientes identificaciones para simplificar un poco las expre-
siones

n 5= 5G

» Dy = DyG* = (54G)*

- /\d — /\dF

= Dy=S=N"=R

Pensaremos en € : A¥ ' — A"79 F como la aplicacion que va de DyG*® A" F
en ANV F.

Escribiremos también:

s G como Dy = D1G*

s G* como S = 511G

= Feomo N'=A'F

Primero escribiremos K(¢')}_,, K(¢')o v la apliucacion € y luego es-
cribiremos C° (con la notacién anterior tenemos que sustituir d por f — g e
i por 0).

« K(@)5, 0= Dy yG*o N F 5Dy aroNT'E S S

Di g G @ NTF 5 Dp i G NTTIE S S DG e
/\f*(f*gfl) JalN DoG*O N F =N F

u K(QD/)O : S()G =R

. /\f—(f—g)F - /\f—g—(f—g)F =R NG

Uniendo los tres trozos anteriores obtenemos C°

« C°:0 5 Dy G N F 5 Dy GroNTHF 5 5D, G
NTF % Dy P NTTE S S Diere AT RS
NFSR2NG

Reescribimos usando las identificaciones dadas antes y asi obtenemos el
complejo de Eagon-Northcott

f f-1 g+1 g g
CO:O—>Df_g®/\£>Df_g_1®/\£>...£>G*®/\i>/\—6> Rg/\G
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3.4.2. Partiendo de una sucesion exacta

Queremos probar el complejo de Eagon-Northcott de otra forma. En vez
de partir de una aplicaciéon entre modulos libres partiremos de la siguiente
sucesion exacta:

A . T

donde V, V' 'y V" son espacios vectoriales y dimV" = 2
Nuestro objetivo ahora es probar que:

0—= ANV — NV —V' @V — 8§21 —=0
es exacta. Para ello pasamos a los espacios duales teniendo asi:

0 v V Vv’ 0

es exacta si y s6lo si

O V/* V* Vl/* 0

es exacta

0—=A2V" AV VeV 2y 0

es exacta si y s6lo si

0 S22y VERVE—= NV ——= A2V ——0

es exacta
Nuestro obejtivo es probar que la dltima sucesion es exacta. Ahora:

» S2V* = Sim(V, V') = {y: V' x V' = K,y(v,w) = y(w,v), 7 es

simétrica}
» VHF@V*=Bil(V,V)={6: V' xV = K, § es bilineal }
s A2VE = Ant(V,V) = {a : VxV = K a(v,w) = —a(w,v), o es

antisimétrica}

s N2V = Ant(V' V) = {o: V" x V" 5 K,0(v,w) = —o(w,v), o es

antisimétrica}
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Entonces queremos ver si:
0——= Sim(V", V') 2= Bil(V', V) —Z> Ant(V, V) —E Ant(V", V") —=0

es exacta.
Sabemos que:

= ¢ es sobreyectiva

. Im(B) = ker(y)

= (3 es inyectiva

Queremos probar que:

1. Im(A) = ker(B)

2. Im(B) = ker(C)

3. C es sobreyectiva

4. A es inyectiva

Veamos como definimos las aplicaciones A, By C

- Definimos A:
VIx VI =K

| A

V'xV

Sim(V',V') X Bil(V',V)
Y o
donde tenemos que:
- 7y es simétrica
- CL(U/,U) - (1)/7@(1)))
-y por tanto §(v',v) = (v, ¢(v))

Por como hemos definido ¢ sabemos que es bilineal ya que - es bilineal
simétrica.
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- Definimos B:

<
~

donde tenemos que:

- 0 es bilineal
- b(v,w) = (p(v), w) — (p(w),v)
-y por tanto a(v,w) = d(p(v),w) — d(p(w)),v)

Por como hemos definido « se verifica que es bilineal antisimétrica ya
que 9 es bilineal y a(v,w) = —a(w,v).

- Definimos C:

L>K

v

<

"

V//

<

Ant(V,V) S Ant(V", V")
—

(67 O =wnocC

donde tenemos que:

- « es antisimétrica
- c(v”,w") = (B("), B(w"))
-y por tanto o(v", w") = a(B(v"), B(w"))

Por como hemos definido ¢ se verifica que es bilineal antisimétrica ya
que « lo es.

A continuacién analizaremos la exactitud de la sucesion.

1. Im(A) = ker(B): Tenemos que
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- Im(A) = {6 € Bil(V',V) tal que existe v € Sim(V'.V’) con
§d = A(y)} = {6 € Bil(V', V) tal que existe v € Sim(V'.V") con
d(v',v) = vV, p(v)) para cada v’ € V', v € V}

- ker(B) = {d € Bil(V',V) tal que B(§) =0} = {6 € Bil(V',V)
tal que a(v,w) = 0 para cada v,w € V} = {0 € Bil(V',V) tal
que d(¢(v),w) — é(p(w),v) = 0 para cada v,w € V}

- Veamos que Im(A) C ker(B).

Sea § € Im(A), entonces tenemos que existe v € Sim(V', V) tal
que 6(v'.v) = y(v', p(v)) para cada v’ € V' yv e V.

10 € ker(B)? j0(p(v),w) — d(e(w),v)? Por definicion tenemos
que:

3(p(v), w) = 7(p(v), p(w))

3(p(w),v) = ~(p(w), (v))
Como 7 es simétrica entonces y(p(v), p(w)) = v(p(w), p(v)) v
por tanto 6(p(v), w) = 6(p(w),v). Luego §(p(v), w)—o(p(w),v) =

0y asi d € ker(B).

- Veamos que ker(B) C Im(A).
Sea § € ker(B), entonces d(¢(v),w) — d(¢(w),v) = 0 para cada
v,weV.
10 € Im(A)? jExiste 6 € Sim(V', V) tal que 6(v',v) = ~v(v', p(v))
para cada v’ € V' yv e V?
Debemos construir  simétrica tal que §(v',v) = y(v', p(v)) para
cada v' € V' y v € V, sabiendo que 0(¢(v),w) — d(p(w),v) =
para cada v,w € V.
Sea B' = {w],...,w.} una base de V' 'y B = {wi,...,w,} con-
junto de elementos de V tal que ¢(w;) = w}.

Definimos la aplicacién 1) que manda los elementos de B’ en los
elementos de B.

v VI o—
wh — w;
Esta aplicacién estd bien definida. Usando ¢ definimos la apli-
cacién v como sigue:
vy VXV — K
(v, v9) > 0(v], ¢ (vy))
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~ estd bien definida por como la hemos definido. Faltaria probar
que es simétrica jy(v], v5) = v(vh, v})?. Evaluamos las dos partes
de la igualdad que queremos probar,

Y(vh,vh) = 8(vy, (v3))
’Y(Uév Ui) = (5(1}/2, @(Ui))

Pero como § € ker(B) se tiene que:
6(p(v), w) = d(p(w),v) =0
para cada v,w € V. Entonces:
(01, v5) = 0(v1, ¥ (vy)) =
Y(vg, v1) = 0(vh, ¥ (v))) =
Luego 7y es simétrica.

2. Im(B) = ker(C) Tenemos que:

- Im(B) = {a € Ant(V,V) tal que existe 6 € Bil(V'.V) con
a = B(0)} = {a € Ant(V,V) tal que existe § € Bil(V'.V’)
con a(v,w) = §(p(v),w) — d(p(w),v) para cada v,w € V}.

- ker(C) = {a € Ant(V,V) tal que C(a) = 0} = {a € Ant(V,V)

a
tal que a(B(v"), B(w")) = 0 para cada v",w"” € V"}.
- Veamos que Im(B) C ker(C).
Sea o € I'm(A), entonces existe § € Bil(V', V) tal que
a(v.w) = 6(p(v), w) — d(p(w),v)

para cada v,w € V.
o € ker(C)? ja(B(V"), B(w")) = 0 para cada v",w” € V"7 Por
definicién tenemos que:

a(B(v"), B(w")) = d(e(B(v")), B(w")) = d(p(B(w")), B(v"))

Ahora usamos que I'm(3) = ker(yp), esto quiere decir que

p(B(v")) =0

para v” € V". Luego
a(B"), B(w")) =6(0,8(w")) = 6(0,(t")) =0-0=0
Por tanto a € ker(C).
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- Veamos que ker(C) C Im(B).
Sea « € ker(C), entonces

a(B("), B(w")) =0

para cada v”,w” € ker(V").
i € I'm(B)? jExiste 6 € Bil(V', V) tal que

a(v,w) = 0(p(v), w) = d(p(w),v)

para cada v, w € V? Debemos construir una aplicacion § € Bil(V', V)
tal que

a(v,w) = 0(p(v), w) = d(p(w),v)

para cada v,w € V sabiendo que

a(B("), B(w")) =0

para cada v, w" € ker(V").
Para definir ¢ usamos la base B’ = {w/,...,w..} de V', el conjunto
B = {wi,...,w,} de elementos de V tal que ¢(w;) = w} y la
aplicacién

v Vo — V

w, — w)

Se verifica que @ o1 = Id pero Y o p # Id
Ademas,

v—(p(v) € Ker(p) = Im(B) = v — ¥(p(v)) = B(v")

para algtn v” € V.
Usando ésto definimos § como sigue:

b: VIxV — K
(W, w) — Lo

i

2o

(v'), w) + %a(ﬁ(v”),w(@(w))) =
3

(o), w) —

Es una aplicacién bien definida.

(G
(4

Veamos que ¢(v,w) = 0(p(v), w)—d(p(w),v) para cada v, w € V.
a)

3(p(v),w) = Sa(®(p(v)),w) + Sa(B"), P(p(w))) =



3. C es sobreyectiva.

C seria sobreyectiva si para cada o € Ant(V", V") existe « € Ant(V, V)
tal que o = C(«), es decir,

ipara cada o € Ant(V", V") existe a € Ant(V, V) tal que

U(U//,w//) _ a(ﬁ(v”),ﬁ(w”))

para cada v, w"” € V"?
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Debemos construir la aplicacion o € Ant(V, V) que verifique la igual-
dad anterior. Como [ es inyectiva, entonces podemos poner V' como
suma directa de (V") y un espacio complementario.

V=pV"heWw

Definimos

o VxV — K
(B(v)) + w1, B(vy) +wa) — o(vf,v5)

Debemos probar que « esta bien definida y que verifica que
o(v",w") = a(B("), B(w"))

- ;o estd bien definida?
Sabemos que « esta bien definido ya que si tomamos

v = B(Ui’) + 1171

v = 6(1}1’) + U71

vy = B(vy) + W
vy = B(vy) + W

entonces a(vy,v2) = o(v],vY) es independiente de la eleccion de
los elementos de W que hagamos.

- o0, w") = a(B), B(w"))?

La igualdad anterior se verifica por como hemos definido a.

4. A es inyectiva

Para probar que A es inyectica debemos ver que si A(y) = 0 entonces
v = 0. Es decir,

(v, p(v2)) = 0 para cada v} € V' jvg € V = ~(v],v}) = 0 para cada
v, vy € V'?

Como ¢ es sobreyectiva entonces para cada vh € V' existe vy € V tal
que p(v2) =vh. Y como (v}, p(v2)) = 0 entonces se tiene que v = 0.
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Ahora daremos las aplicaciones A, B y C' de forma tensorial. Usaremos
la notaciéon siguiente:

oV — Vv
o — doyp

V/L,>K
4/
a’op
v

/3*: V* _> V//*
A — Aop

V*>ﬁ K

| A

v
» Aplicacion A: Queremos dar la aplicacion S?V"™* — V* @ V*.
La aplicacion que corresponderia con Sim(V', V') seria,
VixV — K
(v, vh) = i (v])ah(vh) + o (vg)ah(v))
y la que corresponderia con Bil(V', V) serfa

VixV — K
(v, 0) — af(V)asr(p(v) = af (V) (¢ (a3))(v)

Entonces tendriamos que:
52v/* N V/* ® V*
(af,05) — o] @ ¢"(ah) + o) ® p*(a])
s Aplicacion B: Queremos dar la aplicacion V'* @ V* — /\2 V*.

Repetimos el procedimiento anterior. Asi la aplicacion en Bil(V',V)

seria,
VixV — K
(W, v) — (V)A(v)
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y la aplicacion en Ant(V,V) seria,

VxV — K
(v1,v2) > a0 p(v1)A(v2) — &' 0 p(v2)A(v1)

Asi tendriamos que:
V= QV* — /\2 V*
(@A) — ") AN
= Aplicacion C: Queremos dar la aplicacion A\? V* — A2 V"*
La aplicacion en Ant(V,V) seria,

VxV — K
(1}1,1}2) — /\1(01))\2(@2)—)\1(?}2))\2(’01)

v la aplicacion en Ant(V" V") serfa,
V'x V" — K
(v, v9) > Ai(B(v1)) A2(B(v2)) — A1(B(v2)) A2(B(v1))
——
B*(M(v1))
Asi tendriamos que:
/\2 VAN /\2 Ve
AMAX — BT (M) AB*(A2)
3.5. Lema de la serpiente
La notacién que usaremos es la siguiente:
» h denota la aplicacién inducida por h.

= 7 denota la clase de equivalencia de ese elemento.

A continuacion enunciaremos y demostraremos el lema.

Lema 3.5. Sea R un anillo conmutativo con unidad. Dado un diagrama
conmutativo de R-mddulos con filas exactas:

0 N e N
P
M e —— 0
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existe una aplicacion § en el diagrama inducido siguiente

0 0 0

coker(f") R coker(f) 2. coker(f")

ﬂ‘f/ ﬂ'f Trf//
0 N — N LA
1 f i
M — 0
i1 if if//

ker(f') —— ker(f) — L ker(f")

donde i es la aplicacion inclusion candnica, w es la aplicacion proyeccion
candnica y & : ker(f") — coker(f') es tal que la sucesion siguiente es ezacta

ker(f') L ker(f) EN ker(f") LN coker(f") LA coker(f) ¥ coker(f")
y cualquier seccion del diagrama es conmutativo.

Demostracion. Lo probaremos por partes: Debemos demostrar que:

1. La sucesién

0 —— ker(f) YoM ! N choker(f)ﬂ()

es exacta.

2. Las aplicaciones ¢, g, h y 1 estan bien definidas y por tanto el diagrama
entero conmuta.

3. La sucesion )
ker(f1) —> ker(f) —L> ker(f")

es exacta.
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4. La sucesién

coker(f") R coker(f) v, coker(f")
es exacta
5. Por altimo definiremos ¢ : ker(f”) — coker(f’) para que la sucesion
ker(f") i_)) ker(f) EN ker(f") KA coker(f") h coker(f) i coker(f")
sea exacta.
Empezaremos a probar cada uno de los apartados.
1. La sucesion

0 —— ker(f) KAV ! N WfCOkeT(f)HO

es exacta.

Como iy es la aplicacién inclusiéon, es canénicamente inyectiva. Co-
mo 7y es la aplicacion proyeccion, es canénicamente sobreyectiva. Por
definicion de ker(f) se tiene que foiy = 0, luego Im(if) C ker(f).
Por definicién de coker(f) se tiene que m¢ o f = 0, luego Im(f) C
ker(ms). Ademéas también tenemos por definicién que ker(f) C Im(iy)
y ker(m¢) C Im(f). Asi tenemos que todas las columnas del diagrama
son exactas.

2. Las aplicaciones ¢, g, h y 1 estdn bien definidas y por tanto el diagrama
entero conmuta.

» Veamoslo para ¢. Sean a = b en ker(f'), es decir, a —b = 0 en
ker(f’). Ahora, is es inyectiva, entonces ip(a —b) = 0 € M.
Como ¢ esta bien definida, entonces ¢ oip(a —b) = 0 = if(0).
Entonces ¢ manda a — b = 0 a 0 en ker(f) y por tanto ¢ esta
bien definida (¢(a) = ¢(b)). Asi el diagrama inferior izquierdo
conmuta.

De forma anéloga se prueba que g esta bien definido y que el
diagrama inferior derecho conmuta.

= Veamoslo para h. Sea @ = b en coker(f’). Como 7 es suprayecti-
va, se tiene que a —b =0 = 7w (a’ — V') para a/,b' € N'. Entonces
h manda a —b = 0 a 0 en coker(f), luego h esta bien definida
(h(a) = h(b)) y asi el diagrama superior izquierdo conmuta.

De forma analoga se prueba que ¢ estd bien definida y que el
diagrama superior derecho conmuta.

26



3. La sucesion )
ker(f") o ker(f) g, ker(f")

es exacta.

» Veamos que Im(p) C ker(g). Queremos ver que g o ¢ = 0. Sea
a € ker(f'), por conmutatividad, ifo¢(a) = ¢pois(a). Aplicando
g obtenemos 0 por la exactitud de la sucesion

M —M—M"—0 (1)

Entonces goiy o $(a) = 0. Ahora, ipr es inyectiva y por la con-
mutatividad del diagrama se tiene que go ¢ =0

» Veamos que ker(g) C Im(¢p). Sea b € ker(g), entonces g(b) =
0 € ker(f"”). Como s es inyectiva, entonces g o g(b) = 0 €
M". Por la conmutatividad del diagrama, g o i¢(b) = 0, entonces
if(b) € ker(g) = Im(¢) por la exactitud de la sucesion (1). Por
tanto if(b) = ¢(c) para algin ¢ € M’. Ahora, iy es inyectiva,
entonces podemos subir ¢ a algun d € ker(f’) donde ¢(d) = b por
conmutatividad del diagrama.

4. La sucesion

coker(f") A, coker(f) N coker(f")

es exacta.

» Veamos que Im(h) C ker(z)). Queremos ver que 1) o h = 0. Sea
a € coker(f'"). Como m¢ es sobreyectiva, entonces a = m¢(b) para
algn b € N’. Como la sucesion

0—+N NN (2)

es exacta, se tiene que ¥ o h = 0, entonces ¢ o h(b) =0, lo que
significa que 7z (Yoh(b)) = 0 en coker(f"). Entonces thoh(a) = 0
por la conmutatividad del diagrama y por tanto ¢ o h = 0.

» Veamos que ker(y)) C Im(h). Sea a € ker(¢) C coker(f), en-
tonces a = my(b) para algiin b € N por la sobreyectividad de 7.
Por la conmutatividad del diagrama (b) = 0. Por ser (2) exac-
ta se tiene que b € ker(y)) = Im(h), luego h(c) = b para algin
c € N'. Por conmutatividad del diagrama se tiene que @ € Im(h).
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5. Por dltimo definiremos § : ker(f") — coker(f') para que la sucesion

ker(f') i6> ker(f) 9, ker(f") 2 coker(f') i coker(f) i coker(f")
sea exacta.

= Sea z € ker(f”) € M”. Como g es sobreyectiva, tenemos que
g(y) = z para algin y € M. Entonces f(y) € N y ¥(f(y)) =0
por la conmutatividad y la definicion de z. Por exactitud de (2)
tenemos que f(y) = h(z) para algin z € N’. Definimos 6(z) =
T € coker(f’).

= Veamos que § estd bien definida. Supongamos ahora 3y’ € M con
9(y") = ip(z), entonces y — y' € ker(g) = Im(¢). Por tanto
y—y = ¢(a) para algin a € M'. Entonces f(y —y') = ho
f'(a) por conmutatividad. Por como hemos definido ¢ tenemos
que f(y) = h(x) y f(y) = h(2') para algin x,2' € N, luego
fly—vy') = (hof")(a) = h(z—2'). Esto significa que z—a'— f'(a) €
ker(h). Ahora, h es inyectiva y por la exactitud de (2) tenemos
que z —2' — f'(a) = 0, luego x —2’ = f’(a). Aplicando 7 se tiene
que  — 2/ = 0 y por tanto Z = 2’. Luego § es una aplicacién bien
definida.

= Veamos ahora que § es un homomorfismo (aplicaciéon R—lineal).
Tomamos ra + sb € ker(f"”) C M” donde r,s € Ry a,b € M".
Como g es sobreyectiva, se tiene que existe rc + sd € M tal que
g(rc+ sd) = ra + sb o equivalentemente rg(c) + sg(d) = ra + sb.
Entonces f(rc+sd) € Ny (f(rc+sd)) = 0 por conmutatividad y
la definicion de ntucleo. Por exactitud (Im(h) = her(y)) y usando
que f es R—lineal, tenemos que

f(re+sd) =rf(c) + sf(d) = rh(j) + sh(k) = h(rj + sk)

para algtn j,k € N’. Luego, 6(ra + sb) = rj + sk. Repetimos
el argumento, pero esta vez partiendo de ra € ker(f”’) C M" y
sb € ker(f") C M". Asi tenemos que:

S(ra) =rj =1rjy d(sb) = sk = sk
Asi concluimos que 6 es R—lineal.

= Nos falta ver que Is sucesion

ker(f") é) ker(f) EN ker(f") LN coker(f") LA coker(f) —zZ) coker(f")
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es exacta.
Para ello debemos ver que Im(g) = ker(d) y Im(d) = ker(h).

e Veamos que Im(g) C ker(d). Queremos ver que dog = 0. Sea
y € ker(f), entonces 6(g(y)) = 0 por la definicion de 0.

e Veamos que ker(d) C Im(g). Sea z € ker(d), entonces §(z) =
0 en coker(f'). Existe z € Im(f’) tal que 7y (z) = 0 por ser
my sobreyectiva. Entonces z = f’(a) para algin a € M,
entonces (h o f')(a) = (f o ¢)(a), luego h(z) = (f o ¢)(a).
Pero por definicion de 9, h( ) = f(y) para algin y € M.
Entonces = = g(y — ¢(a) + #(a)) = g(y — 9(a)) + g 0 6(a) =
9(y — ¢(a)) € Im(g). Luego z € Im(g).

e Veamos que Im(§) C ker(h). Sea §(z) € Im(J), entonces
§(z) = z+ Im(f"), y por tanto, (hod)(z) = h(z) + Im(f) =
fly) + Im(f) (por la definicion de §) que esta en Im(f) y
por tanto es igual a 0 en coker(f).

e Veamos que ker(h) C Im(9). Sea = € ker(h), entonces h(z) €
Im(f). Por tanto h(z) = f(y) para algin y € M. Sea g(y) =
z € M", entonces f"(z) = (¢ o h)(x) = 0, luego z € ker(f"),
por tanto 0(z) = z+ Im(f") y & € Im(9).

O

Corolario 3.6. Ademds se verifica que:

1. St la aplicacion ¢ es inyectiva, entonces ¢ también es inyectiva.

2. Si la aplicacion v es suprayectiva, entonces ¥ también es suprayectiva.

Demostracion. 1. Como ¢ es inyectiva, entonces ker(¢) = 0. Sea a €
ker(¢). Por conmutatividad del diagrama, if o ¢ = ¢ o i. Entonces
¢ oip(a) = 0. Ahora iy es inyectiva, entonces if(a) = 0 si y sélo si
a = 0. Luego ¢(a) = 0, por tanto a € ker(¢), lo que significa que a = 0
ya que ¢ es inyectiva.

2. Sea b € coker(f") y veamos que (¢) = b para algin ¢ € coker(f).

Ahora, ¢ es suprayectiva, por tanto s (b) = b para algtn b € N”.

Y también sabemos que v es suprayectiva, entonces b = (c) para

algtin ¢ € N. Entonces ms(c) = ¢ y 1(¢) = b por la conmutatividad del
diagrama.

O

29



4. Fibrados

4.1. Definiciones

Definicion 4.1. Un fibrado vectorial es un esquema de tipo finito sobre K
con un morfismo de esquemas F = X tal que

» existe un recubrimiento de X, X = > U;
= para cada i, 7 1(U;) C F

» TN (U;) 2 U X spec(k) K" y el siguiente diagrama conmuta

W_I(Ui) <j> Ui X Spec(K) K"

L

Ui
s Ademds se tiene que:
N(U;) 2 7 HU; N U;) € o (U;)
y por la equivalencia anterior tendriamos:
UxK =2U;NU;)) xK' =2 (U;Nn0;) x K" 2U; x K"

Hay una equivalencia entre la categoria de fibrados vectoriales y haces
localemente libres sobre esquemas de tipo finito. Trataremos a la par fibrados
v haces, los distinguiremos por el tipo de letra: si F' es un fibrado entonces
F serd su haz corresponsiente

A continuacion daremos la definicién de fibrado normal y conormal. Para
ello supongamos (2xy haz de las diferenciales de X restringido a Y.

Teorema 4.2. Si X es una varieda lisa, tiene un fibrado cotangente Qx
(localemente libre, de rango igual a la dimension de X y generado por las
diferenciales). Supongamos ahora Y C X subvariedad lisa, entonces existe el
epimorfismo siguiente

Qxyy — Qy

que consiste en la restriccion de las diferenciales.

Definicion 4.3. Se llama fibrado conormal de Y en X ol nicleo del epimor-
fismo anterior. Se llama fibrado normal de Y en X al dual Ny |x del fibrado
conormal
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Por tanto se tiene la siguiente sucesién exacta:
*
0— Ngp — Qpic = Q6 =0

4.2. Fibrados Universales

Usaremos la notacion y los conceptos dados en [1].

Sea G = G(k,n). Consideremos A € G como un subespacio lineal k-
dimensional de P(V') o como un subespacio (k + 1)-dimensional del espacio
de vectores V*. Segiin el punto de vista que tomemos tenemos dos diagramas
donde las aplicaciones son proyecciones naturales:

1= {0r) €P(V) xS e )

{(v,A) €e V* x Glv € A}

/ \G

El segundo diagrama da a Q* una estructura de vector fibrado sobre
G. Es méas, Q* es un vector subfibrado del fibrado trivial V* x G. De aqui
podemos considerar el cociente

*xG/Q"

que llamaremos fibrado vectorial cociente, S.
Podemos asociar a los fibrados @Q* y .S su haz localmente libre correspon-

diente sobre G: Q" y S. Dualizando obtenemos la sucesidn exacta universal
sobre G

Definicion 4.4. Los haces 8* y Q de la sucesidn anterior se llaman subfi-
brado universal (de rango n — k) y cociente subfibrado universal (de rango
k+ 1) respectivamente.

Notacion 4.5. Llamaremos fibrados universales a los haces localmente li-
bres correspondientes. La motacién es consistente si miramos los espacios
grassmannianos como el espacio de cocientes de V. Puede no ser notacion
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estandar pero preferimos que S y @ tengan el mismo comportamiento al
dualizar. Esto es asi porque tenemos la siguiente identificacion G(k,P™) ~
G(n — k — 1,P""). Y entonces la sucesion exacta para G(n — k — 1,P"")
es la dual de la sucesidn anterior. De esta forma podemos intercambiar los
fibrados de S y Q.

Al intercambiar de forma libre las nociones de haz localmente libre y
vector fibrado tenemos que:

= mirando como vector fibrado, el cociente universal fibrado puede ser
interpretado como el dual del subfibrado Q* del vector fibrado trivial
G x V*, Q* = {(l,v) tal que v es un vector del espacio lineal fque
define L}

» también consideramos el vector fibrado universal S := G x V*/Q* que
puede ser interpretado como el dual del subfibrado de G x V* que con-
siste en S = {(l,h) tal que H se anula en L}

Ademds se verifica que S|U7;0j0 viene generado por alguno de las formas
lineales H;j), definidas anterioremente

S*’Uiojo =< Hiojok? k=0,....n, k 7& 10, Jo >

Un modo alternativo de construir fibrados universales es considerar en
P"™ = P(V) la sucesiéon de Euler

0—— QHDn(l) —=V (9] ’19]Pm E—— ’l9[P>n(].) —(

haciendo que vuelva a I mediante p y haciendo que vuelva a G mediante q.
Asi tendriamos :

- S8 = q.p* (Qpn(1))
- Q= q.p*(Vpn(1))

Observacion 4.6. En G(0,n) = P, la sucesidn exacta universal coincide
con la sucesion de Euler y @ = 9pn(1) y S = Tpn(—1). En G(n—1,n) = P,
tenemos que Q = Tpn+(—1) y S = Upn=(1).

De las identificacones de §* y Q con las proyecciones p y ¢ se sigue que
H°(G, Q) =V y considerando los duales, H°(G,S) = V*. En particular:

- dar una seccién no nula de Q es lo mismo que dar un hiperplano de P™
(salvo constantes)
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- dar una secciéon no nula de S es lo mismo que dar un punto en P
(salvo constantes)

Mas en general, tomamos s, ..., S, 7 + 1 secciones independietes de S.
Generan un subespacio lineal W C V* de dimensiéon r + 1 que define un
r-plano 2 C P". Consideramos el siguiente diagrama conmuitativo de suce-
siones exactas de fibrados vectoriales:

0 Q* V*x G S——=0

VW x G

0

donde s estid definido por las secciones sq,...,s, dadas de §. Queremos
estudiar cuando
s: WxG — S

0 su asociada
Wxd9qg — S

no es inyectiva.

Del diagrama tenemos que un elemento (w,A) € W x G va a 0 por s si
y s6lo si su imagen en V* x GG estd en Q* y ésto ocurre si y sélo si w € A.
Esto quiere decir que s no es inyectiva en la fibra de A si y sélo si A tiene
interseccion no nula con W.

Asi tenemos que el conjunto donde s es degenerada localmente coincide
con el conjunto de k-planos A € P" tal que A corta a Q. (Tenemos un resul-
tado andlogo para las secciones de Q). Todo ésto se resume en la siguiente
proposicién.

Proposicion 4.7. Tenemos las identificaciones naturales H°(G, Q) =V y
HO(G,S8) = V*. Bajo estas identificaciones, s secciones independientes de
Q corresponden con un subespacio lineal A C P" de codimension s.
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Si s < k41, el conjunto de dependencia local de las secciones coincide
con el conjunto de k-planos que cortan a A en dimension al menos k—s+1.

Andlogamente, r + 1 secciones independientes de S corresponden con un
subespacio lineal B C P" de dimension .

Sir+1 < n—k, el conjunto de dependencia local de las secciones coincide
con el conjunto de k-planos que cortan a B.

Si tomamos s = k+1y r+1 = n—k, entonces tenemos el mismo conjunto
de dependencia local que coincide con el conjunto de k-planos que cortan a
un (n — k — 1)-plano fijado ya que tenemos la siguiente identificacion de
haces invertibles A" Q = A"™*$ (podemos ver la equivalencia mediante
la sucesion exacta universal).

Observacion 4.8. Como este haz invertible es dado por el embebimiento
Pliicker, lo denotaremos por 9g(1).

A continuaciéon daremos una propiedad del fibrado universal Q).

Proposicion 4.9. Supongamos G = G(1,n). Se tiene que Q* = Q(—1) y el
isomorfismo viene dado por la siguiente aplicacion

Q®dg(-1) = @
. _
Wi, D Uigjo > Wy,
“ 7
Wy, ® aig,jo £ —Wi
Demostracion. Como @ es un fibrado universal de rango 2, tenemos la, apli-
cacion no degenerada siguiente,

2
QeQ— \Q
Como A?Q = 9g(1) entonces tenemos la siguiente aplicacion bilineal

Q®Q — Jg(1)

y por tanto
QeQ(-1) =g

sigue siendo una aplicacién no degenerada. Entonces se verifica que el dual del
primer elemento del producto es isomorfo al segundo elemento del producto,
es decir Q* = Q(—1).

Daremos el isomorfismo de forma explicita. Para ello pasamos de tensores
a homomorfismos. Usamos los isomorfismo obtenidos en la seccion (3.3).

34



Damos el isomorfismo de forma local, en los abiertos Ujj,. Debemos
tomar V* = Q, A’V = 0g(—1) y V = Q*. Ahora, 9g(—1) esta generado
por un vector de coordenadas Pliicker. Veamos como seria dicho vector:

Suponemos que la matriz de Pliicker en U;;, es

(i) = app .- 1 ... 0 ... aon

K aig -.-- o ... 1 ... A1n
asi harfamos que p;yj, = 1. Entonces el elemento que genera Jg(—1) es
< (po1,---51, .. Pn—1n) >=< ajyj, > (ponemos todas las coordenadas p;;

de la matriz (a;j) con pyj, = 1).
Por tanto el isomorfismo que buscdbamos es el siguiente:

Qeis(-1) = Q°
Wi @ igjo Wy
w;o @ Qig,jo S —Wig

4.3. Sucesion de Euler

Queremos estudiar como es la sucesiéon de Euler:
0 — Qpn — Ipn(—1)"" = Opn =0

. Lo haremos de forma anéloga al Teorema 3.18, Capitulo IT de [4].
Sea S = K[z, . . ., ¥y] anillo graduado. Consideramos S(—1)"*! y defini-
mos una aplicacién a S.

¢: St — 8§
Fy,....F, — xoFp+...+x,F,

¢ manda elementos homogéneos de grado [ en elementos homogéneos de
grado [, por tanto ¢ es una aplicaciéon homogénea de grado 0.

Entonces ¢ define un morfismo de haces (usamos F para denotar el haz
correspondiente a F'):

¢ S(—1)nHl = Ppn(—1)" —  § =pn

Aunque ¢ no es suprayectiva, qg sf lo es. Veamoslo:
Im(p) = (xg,...,2Tn)

S(—1) 2 8 s Klzg,....xn]/(z0, .. 2n) 2K — 0
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Entonces tendriamos:

P —_~—

SC™ 8§ s S/ )

I

0=0

Llamamos M = ker(¢) a un modulo que darda un haz M localmente
libre. Los abiertos D (x;) = Spec(K[32,...,72]) recubren S(—=1)"*tt M
consiste en las n + 1—uplas (Fy,...,F,) tal que zoFy + ... + x,F, = 0.
M\D+(x,-) = M(mi) son los cocientes homogéneos de grado 0.

Suponemos que los elementos de M, (que son homogéneos de grado 0)
son de la forma (%, R %
homogéneos de grédo a—1 v que se verifique ademaés la condicién anterior
((Fo, ..., F,) tal que xoFy+ ...+ x,F, = 0). Entonces podemos despejar F;
en funcién de Fp,... ,E-, o By

Sabemos que M, es un K[i—?, A %]—médulo libre de base:

(l,—i—lg,o,...,0),...,(0,,__,07_@ L)

T; w? T x;

) € M(z,), con a € K, necesitarfamos que F}, sean

Esto es por,

a(zo)
Fy F, Fy 1 Zo
— —) = 0 0,——,0 0
<‘T?7 71: ) l‘?il (:1:27 ) s Yy JZZZ7 ) ) )+‘ y ,+
\',-/ i
[
a(z)
E, 1
afl (07 )O)_:Uig)o '507 )
Zz; €5 %
—~—

A cada elemento de la base lo llamamos como sigue:

Tk Tk 1
d(—)=1(0,...,0,——=,0,...,0, — ,0,...,0
()= : )

~—~— —~—

~

(@) (k
Asi tendremos en Dy (z;) una base,

Zo Tn

d(22),. .. d(

:L‘ij ZT;

)

Existe una relacién entre las bases que verifica las reglas de derivacion,
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Tk Tk 1
d(—)=1(0 0,———,0,...,0, — ,0,...,0
(:I:]) (7 b ) x?? ) M 7&’ M ) )
N~~~
() (k)

Tk Tk 1
d(—)=1(0,...,0,——%,0,...,0, — ,0,...,0
(xll) (’ b b x?[? ) M 7$i/7 b ) )

N——~ ~
(i) (k)

T €T 1
d(=X)=1(0,...,0,—-%.0,...,0, — ,0,....,0
(xl/) () ) ) xz%? 9 bl 7'];7:/7 b ) )

N—— ~

(i) (4)

T iy T Tyt T Zj
d(—=) = —d(—=) — d(—
)= 55 ~ i)

Ya tenemos como son los elementos de la base de M = ker(¢) que es
lo que querfamos. Teniendo esta idea de la sucesiéon de Fuler nos serd més
intuitivo ver que el isomorfismo de la siguiente subseccion es cierto.

Méas adelante usaremos la sucesiéon de Euler y la base del nicleo que
hemos caluclado para el caso particular de la grassmanniana G = G(1,n),

0 — Qpg — 19P|G(—1)(n;1) — g —0

4.4. Isomorfismo entre fibrados universales y el haz de las
diferenciales S* ® Q* = Qg

Nos apoyaremos en [2]. Sé sabe que Q* ® S* = Qg para cualquier grass-
manniana, lo probaremos en el caso k = 1 pues el caso general es bastante
engorroso.

Lema 4.10. Sea U;yj, el subconjunto de G que consiste en aquellas rectas
donde las coordenadas Pliicker p;,;, no son cero. Se sabe que Uj, es un
conjunto abierto afin de G con coordenadas afines %, % donde k =
0,....140,... ,jb, ...,n. Entonces existe un isomorfismo

Q*®S*gQG

determinado en cada U, , por

Q*®S* — Qg
— ql .
(pv Wiy @ Hiojok) ’ p?Ojod( qi(?;; )

(]5’ ij ® HZO]Ok) — plo]od(



donde p son las coordenadas Pliicker de un elemento de U;j, .

Demostracion. Como U, ;, es isomorfo a un espacio afin de coordenadas

Z0.70
Jigk = Giok con k= 0,...,40,...,J0,--.,7 S€ tiene que QG|U. _es trivial y
QL()]() ql()?() q q
k k
una base viene dada por d( U ),d(q“’ Yeon k=0,...,00,-.,0,... 70
0]0 7‘

De aqui podemos definir umvocamente un 1somorﬁsmo

¢ioj0 : QG‘U?OJ'O — (Q* ® S*)|UZ0]Q
(ﬁa d(m)) — (p7 2 Wy, ® Hiojok)

Zigio iojo
_ 9jok _
2 d(q-o- ) — (D sz —wio © Higjok)
2070 1030
Obsérvese que d(%) = —d(;’&i) Yy Hjgiok = —Hjyjok,entonces la se-

gunda asignacién parece natural si queremos mantener algo de simetria en
los indices ig, jo, k.
De la relaciéon de Pliicker

A() = () () — et B - R
Qiojo Qiojo  ioj Qiojo  iojo Qiojo  Qiojo Qiojo  Qiojo

De aqui tenemos que: (omitimos p de la funcién anterior para simplificar

la notacion)
. q 1
Diojo + A(GEE) o (wjy ® Higr — wip ® Hjori)
i9Jjo Pigio

Veamos que la asignacion anterior es correcta, para ello primero calcu-
laremos ¢y, (d (qq;” )) vy simplificaremos el resultado. Luego desarrollaremos
la, expresion wj, ® H;op —wi, @ Hjpy y la simplificaremos. Por tltimo veremos
con algunas equivalencias que las dos expresiones obtenidas son iguales.

1. Calculamos ¢;j, (d(-2L)).

Qoo

Biogo (d(-ELyy = Hiok (g Lol yy 4 Lol (g Lok yy_ Giol (g iok )y Biok (g Jiol ) _

Qiojo Qiojo Qiojo Qiojo Qiojo Qiojo Qiojo Qiojo Qiojo
L Gigk Tjol Qiol Tjok
0 jo io jo
2 ( — wjo®Hi0jol+ wZO®HlOJOk w]0®Hloj0k wZO®HlOJOZ)
Piyio iodo Qiojo 040 i0jo

usamos que:
Hiyjok = PjokTiy — PigkTjo + PigjoTk
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1 Gigk Qjol
= (=2 wjo®(pjol$io_piglxjo‘i‘piojoxl)‘i‘?io

2 L. .
Piyjo Diojo 050

Wio @(DjokTio —PiokT o +PiojoTh) —

il 9ok

. wjo®(pjokxio_piokxjo+pi0joxk)_ — wio®(pjolmio_piol$j0+piojoxl)) =

QZ()]() 20J0
1 Qiok igl igl il
=3 (wj()@x%o( 0 Pjol— = pjok)+wjo®$m( ] Diglt = p%ok)+wjo®$k( -

00 i0jo Qiojo i0jo Qiojo i0jo

Qi 5ol 9ok ol

wj0®xl( plo]o)_‘_wm@xlo( - Pjok— jOA pjol)+wio®xjo(_ -

10J0 10J0 Qigjo Qipjo Qigjo
q_]ok

onk

—Digjo )+

5ol
( = plojo) + Wi, @ xl( pzo]o))

%070 1070

Wiy @ T

2. Calculamos wj, ® Hjjk — wiy @ Hjop.

Wi @ Hig iy — Wiy @ Hjo it = Wiy @ (DriTi — DiglTh +PigkT1) — Wio @ (DR o —

Pjol Tk + PjokT1) = Wiy @ Tig (Pr1) + Wiy @ T (—Pigt) + Wiy ® 21 (—pigk)+

Wig ® Lo (=Phi) + Wiy @ Tk (Pjor) + wip © 21(=Piok)
3. Igualamos coeficiente a coeficiente lo que hemos obtenido de (1) y (2):
Qigk .
Qig o Pjol —
_ Qigk
Qigjo
qzol
qu]O

q’OJ p]ok Dkl

piol + mplok = 0

DPigjo = —DPigl

qzok p p
Tigio i0jo — Piok
q]ol

Qigjo

Djok p]ol =0
_ qjol

Qigjo
Dl )
Tigio Zin i Piojo = Pjol

qjok

qloJo

Piok + mpiol = —Dki

Tigiq Piojo = TPjok

Todas las igualdades anteriores se dan por la relacion de Pliicker.
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Falta probar que los isomorfismos {¢;,;,} pegan bien en U, (\ Uy

Para ello necesitamos comprobar que cada d(qq%) tiene la misma imagen
i'j

mediante ¢;,;, que mediante ¢; ;. Usaremos las siguientes relaciones:

Digi’ DPijpi’
wy = — Wjo — - io
Pigjo Pigjo
Pig5’ Pijoj’
wy = Liodyy,  Paod
Pigjo Pigjo

Veamos por qué se dan las dos igualdades anteriores. Se tiene que:

Wiy = (Dig0s - - - » Pign)
wy/, = (P05 - - - )pi’n)

= (
Wjy = (pj007 cee ’pjon)

w; = (pj'07 v 7pj’7’b)

Restamos las siguientes igualdades,

Digi wj, = (pioi/pjoo’ o pioi’pjon)
Pigjo Piojo Pigjo
Pjoir (pjoi/pioo pjoi’pion)
Piojo Piojo  Piojo

quedandonos lo siguiente,

pioi’pjon _ pjoi’pi()no) .

Digir Djoi Digi’Pjo0  Pjoi’ Pio0

— Whio = Wip = T AR i i

Piojo DPigjo Pigjo Pigjo Piojo DPigjo
= (pi’Ov o 7pi’n) = Wy

De forma anéloga para la otra relacién.
Ahora veremos que los isomorfismos {¢;,;, } pegan bien en Usj, (Ui jr-

1. Calculamos ¢y ;s (d(-2L))

q;1 1

kil 1 1 Pioj
¢i’j’(d( )) == T(w]’/ ® Hi/kl — Wy & Hj’kl) = 3 (( =0 wjo_
qi’j' pi/j/ pi/j/ Pigjo

Pt D D 1 pii
LD w0 ) H g — (2= wj, — 2 wi ) Hjry ) = —— (=22

Piojo Piojo Piojo Djjr Piogo

Wi, @(Prits —
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Pjog’

Pioi
P+ Pirky) =~ Wiy @ (PR — P+ Pirky) — o wjo @ (Prij—
2070 20J0
Ding
Pk + i) + 2wy © (prixy — pjndy + pirty)) =
20J0
i i Dicit Dot Dics
= ————(wj, @ (ZLpuzy — = praj + (——Lpi+ == pj)wp+
piojopi/j/ Pigjo Piojo Piojo Piojo
Dy Dii Do Dy
(=L pie — Zpi)m) + wip ® (— 2 pay + 2 pra+
Piojo Pigjo Piojo Pigjo
Dy iy Dyt Do
(L piy — Lpin) oy + (=L pp + 2 pi) )
Pigjo Piojo Pigjo Piojo

usando la relacién de Pliicker tenemos las siguientes identificaciones:
Wiy @ Ty~ Pig i’ Pkl = Digj' Pkl

Wjy & XTjr ~> —Digi'Pki = —Digi’ Pkl

Wiy @ Tk~ —Pigj'Pirt + Pigi'Pj't = —Pirj'Pjol

Wiy @ T| ~ Pigj'Di'k — Pigi’Pj'k = Pi'j' Diok

Wig & Ty ~> —Pjoi' Pkl = —Djoj' Pkl

Wiy @ X1 ~ Pjoi’ Pkl = Pjoi' Pkl

Wiy @ T~ Do’ Pirl — Piol' Pj't = Pij' Piol

Wiy & Ty~ —Pjos'Pirk + Pjoi D'k = —Pi'5'Pjok

Asi tenemos que:

qkl 1
Girj (d(——)) = ———5— (Wi, ®(Di' j Dol Tk —Pi j' DjokT1—Pjo ' PkITi +Dijoit P T )+
qi’ ' DigjoPy

+wjy @ (=pirj'DiglTh + Pit j# Pigk Tl + Pij' PriTit — Pigit PkIT;!))
. Calculamos ¢y, (d( ;)
i’ j

Para ello usaremos la siguiente igualdad:

2
p. . ey ey
Dirj Dirjr Piojo  Piojo Piojo  Piojo

Esta igualdad viene de derivar

Pkl
Prl  Pigig
2
Dit 4t P A
J Piodo
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Pkl
Dkl Pioj 1 Dkl \ Pirj Pkl ,, Ditj!
d(p, ‘/) = d( pi(:j? ) = Dy 5 d vy d( v )) =
v Pigjo Pigio

Piojo  Piojo Piojo  Piojo

2
:piojo(pi’j’d Dkl Dkl d<pi’j’ )
pz%j’ Piojo  Piojo Piojo  Piojo

Usamos la definicién de ¢,

2
qri jou Dit it 1
¢i0j0(d( - )) = 12030( ZJ 2 (wjo ® Higk — wiy @ Hjokl)_
qy 5/ Dirjr Piojo Pigj,
_pkl 1 ('LU®H g — Wi, @ H .,.,))_
2 Jo i0%'] io Joi'3’)) =

pinO piojo
Queremos comprobar que es igual a la expresion del apartado (1).

1
= ———— (W) @Pr1Tiy —DiglTh+PigkT1) —Wio @ (DrITjo —Pjol Tk +PjokT1) )+
Pi’ 5 Piojo

Dkl

———— (—wjo @ (Pirj Tig —Pigj' Tir +Pigir Tj1 ) FWio D(Dir 1 T jo —Dijo jr Tt +Pjoir Tjr ) =
piojopi/j/

———5—(Wjo @(Dit ' PRITio —Pit ' Digl Tk +Pi j ik T1) —Wio @ (Pt j# PRIT jo —Pit j Dol Tk
piojopi’j/
1

————(—wjy @ (—PriPirj Tiy + PrIPij'Tit — PRiPioi Tj7)+

Dirj' Dok 1)) +
° piojopz%j/

1

————— (W, @(4, (Pirj Pr1—
piojopl%j' Jo 10\’

Wio Q(DrIDir 1% jo —PkiPjo ' Tit +DkIDjoi T5')) =

PriPity) + Tt (DriPiojr) + i (—PriPigir) + Tr(—=Dirj Digt) + X1(Pir j7 Piok) )+
Wiy @ (5o (=it j Pr1FPRIDi 1) FT i (—DPriPijo 1 ) 2 (PRIPjoir ) 2k (Dir j1Pjo1) +
zi(=pirjPjok)))

Esta expresién coincide con la expresion que teniamos.
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5. Fibrado conormal

5.1. Diagrama conmutativo

Nuestro objetivo en esta seccién es probar que el diagrama siguiente
conmuta.:

Qpic Z Qe

| “”T

S* @ HO(9pn (1)) @ dg(~1) — S* ® Q*

Para esto estudiaremos cada aplicacion por separado y de forma local,
trabajaremos en los abiertos U, definidos en la seccion 1.1

1. ©1: QIP’|G — QG

Esta aplicacién viene de la sucesién mencionada en el apartado 4.1
0 — Ngp — Qpic = Qg — 0

Sabemos que Qg esta generado por d(—2L) y d(-290-) (que también son

9igjo Qigig
elementos de Qpg).
qij
igjo

Faltaria dar la imagen de d( ). Para ello usaremos la relacion de

Pliicker ya conocida,
PijPiojo — PiioPijo + PijoPjio = 0

y de aqui obtenemos una relacién entre las diferenciales,

d Dij ) = Digi d(pjoj + Pjos d( Digi \  Pigj d( Pjoi \  Pjoi d( pioj)
Digjo Diojo  Piojo Digjo  Piojo Digjo  Piojo Digjo  Piojo

Asi tendriamos que:

p1: Qpc —
d(go) — d(ges
digjo TigJo
d ijg d iz

Qigjo Tigjo
d( qij ) igi d 9joJ ) 9joJ d( Qigi ) _ Qigg d( 9jgi ) Y d( Qigj )
Qigjg Qigig 9igjg Qigig 9igjg igig 9igjo igig 9igjo

Ya tenemos definida la primera de las aplicaciones.
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2. 0a: S*®Q*F — O¢

Esta aplicaciéon ya la conociamos por la seccién 3.4, vamos a recordarla.

o Se@ o
B qi
(P, wiy, @ Hiojok) — plzojod( fIz'c?j’j) )
— q v
(P wjo @ Higjor) +— p?ojod( q;oojz )

donde

- p simboliza las coordenadas de Pliicker de un elemento de U,
- Wiy = (Pios - - -, Pin) donde i =0,...,n
- Hyjk = pjxvi — pirxj + pijrr donde 4,5,k = 0,...,ny xo,..., Ty
es un sistema de coordenadas de P™
3. @3 S* @ H(Upn(1)) @ Ig(—1) — S* @ Q"

Esta aplicacion viene de modificar la sucesion exacta universal (seccion
4.2). Necesitaremos también el isomorfismo probado en la Proposicion
4.9.

0— S* — HWpn(1)) @95 — Q — 0

0= §*(=1) = H(Ppn (1)) ® 9(~1) = Q(=1) = Q" — 0
Hacemos producto tensorial con S* y usamos la siguiente notacién:
S*® S*(—1) = 5" ® S*®J(-1).
0= 5*®S" @0(—-1) = 5@ H(Wp (1)) @ 9g(-1) B S* 2 Q" =0
Ahora, de la sucesion exacta universal tenemos que la siguiente sucesion

es exacta,

02 Q*CGxH'(Upn(1)* =S —0

y ademas Q* — G x H°(¥pn(1))* es una aplicacién inyectiva, y por
tanto,
Q(-1) = G x H(Wpn(1))*

es inyectiva. Al dualizar nos quedaria que
G x Ho(ﬁpn(l)) = Q)"

es una aplicacién suprayectiva, y finalmente obtenemos la siguiente
aplicacion entre fibrados

G x H(Wpn (1)) x 9g(—1) = Q*
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. Si pasamos al producto tensorial tendriamos la aplicacion lineal,
HO(0pn (1)) @ 9g(-1) — Q*
y por tanto,
S* @ HO(9pn (1)) ® 9g(—1) — S* @ Q*

también es una aplicacién lineal.

Asi tenemos la aplicacion S* @ HO(Jpn (1)) @ dg(—1) — S* ® Q* que
es un morfismo de fibrados triviales localmente. Ahora, para definir la
aplicacion debemos tener presente que H°(Jpn (1)) ® Y estd generado
por los hiperplanos x; de P" que verifican ¢;; = x; A x;.

Debemos dar la aplicacion H(Jpn (1)) x G = Q =< wj,, wj, >*

= {< wjy, wj, >—= K} =< wj,wj > que es la aplicacién restriccion
por ser la dual de la inclusion Q* C H°(Jpn (1))* x G. Ahora, sabemos
que los hiperplanos z; € HY(Jpn (1)) generan H(Jpn (1)), entonces

HWpn(1)) x G — Q=<w},w: >
Pigl % Pijgl *

T .
! Pigjg 0 DPigjg JO

Esta aplicacion la definimos asi por lo siguiente: suponemos que esta-
mos en un espacio vectorial V' de dimension n con base B = {vp, ..., v, },
su espacio dual V* con base B* = {v§,...,v;,} verificando
vi: V. — K
vj 61’]’
Supongamos ahora f € V* y que viene dada por
f+ v — K
v Aovg ..+ A
Entonces tendriamos que f(v;) = ;.

Para conseguir la aplicaciéon que queremos, debemos tensorizar por
Js(-1)
HO (0 (1)) ® 9g(-1) = Q ®@Je(-1) = Q"

Usamos el isomorfismo Q* ~ Q(—1)

HO(0pn (1)) @ dg(—1) — CI§®19@(—1) ) — %*
— inl * — il * — 0!l
T ® Qigjo T s Wio ® @igjo F 5 Wi, ® Giggio Pioso
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Y por tanto:

o3t S @H(Wpi(1) @g(~1) — ST®Q"
Higjok @ 21 ® aigj, > Higjor ® %wjo — H;

Dol
. Ws
ojokpiojo 10

es la aplicacion que estabamos buscando.

. P4 S*® Ho(ﬁpn(l)) ® 19@(—1) — Q]P’\G

FEsta aplicaciéon viene de completar el complejo de Eagon-Northcott
(visto en la seccion 3.4)

0> 5257 —= 8% @ HO(pe (1) —> \* HO(Wpn (1)) © g —> V(1) — 0

con la sucesion de Euler (visto en la secciéon 3.3)

n+1

0 ——= g —= dpe(-1){"2) = A? HO(9pn (1)) © Wg(~1) — Vg —=0

Asi tendriamos:

0 — S28*®dg(—1) — S*® H(Wpa(1)) @ 9g(—1)

S* @ HO(¥pn (1)) @ 9g(—1) — A2 HO(9pn (1)) @ 9g(—=1) — g — 0
N\ e

Qpc
0 0
Llamamos 1 a la siguiente aplicacién
19]?\@(—1)(n;1> — A2HO (90 (1)) @96 (~1) 5 g
y llamamos ¢ a la siguiente

§* @ HO(Wpn (1)) @ 9a(-1) 5 A? HO(0pn (1)) © Ye(-1)

Tenemos que dar una base del ntcleo de v y relacionar la imagen de
los elementos de la base de S* @ H®(9pn(1)) ® dg(—1) por ¢ con los
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elementos del nucleo de . Entonces, primero definiremos ¢, dando la
imagen de los elementos, luego definiremos v, dando los elementos del
ntcleo y por ultimo relacionaremos ambas cosas.

Empezamos definiendo . Damos la aplicacién de forma explicita,

S* @ HO(9pn (1)) @ 9g(—1) — AZHO(9pn(1)) @ dg(—1)
Higjok @ 21 @ aigj, — Higjor N 21 @ aig,

Ahora sabemos que:

Hiji = pjrxi — pikTj + DijTi

H;yjok NT1 = DjokTig AT —PigkTjo NT1+Digjo Th AT = DjokGiol — PiokTjol +
Digidkl

donde p,s son las coordenadas Pliicker (ntimeros) y las ¢,s estan en el
espacio vectorial H?(dg(1)).

Asi tenemos que H;, ;A x; son ecuaciones de hiperplanos en el espacio
de Pliicker donde estad nuestra grassmanniana. Luego,

S* @ HO(9pn (1)) @ 9g(—1) — AZHO(9pn(1)) @ dg(—1)
Higjok @ 21 ® aigj, —  Higjok N 21 ® igjo = Piokdiol © Gigjo—
PiokQjol @ Qigjo + Pigjodkl @ Qigjq

Para dar los elementos del niicleo de ¢ repetiremos un razonamiento
analogo al dado en la seccion (4.3), para la grassmanniana G = G(1,n).
De esta forma abtenemos que los elementos de la base del ntucleo son
de la forma d(-2%), ..., d(2=) donde

9igj0 igijg

dkl Pkl
d( ):(07"'707_T707"'>07 ,0,...,0)
injO piojo pinO
—— e

(i5) (k1)

Por ultimo vamos a dar una relacion entre los elementos de la base del
nicleo, d( ) y los hiperplanos.

kl
9igjo

1
A%y = (0,...,0,-25 9,0, — 0,...,0)
dij bij; Dij
N , ~—~
(i5) (kD)
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1 Dkl
— Gkl — 54
ij ij

Para dar la aplicacién que queremos debemos poner

Pjokdiol @ Qigjo — Pigkjol @ Gigjo T Pigjodkl @ Gigjo

pj()kqml - piok‘qjol + piojoqk‘l

de la aplicacién ¢ como combinacion de los elementos del niicleo dados

anteriormente d(_ ).
%070

Tenemos que:

iol 1 Diol

d(—=) < Tiol — 5> Giojo
injO pinO ’iojo
Qjol 1 Dijol

d( ,JOA ) € ——djol = ~3"—iojo
q'LO]O pZOJO %070
ki 1 Dkl

d ) AEe gkl — 2 Gipjo
iojo Diojo Digjo

entonces,
Qiol Qjol 2 dkl
pjokpiojod(%) _piokpi0j0d< ']0' )+pioj0d( i )
2070 20J0 20J0
I
PigkPjol — PjokPi
Pjokiol — Piokjol + Piojodkt + ———2o—L"0gi0 i — Dkidinjo =
Piojo
PkiDiojo

DjokQiol — PiokTjol T Pigjodki + Giojo — Pkiigjo =

i0jo
pj()kqml - piok‘qjol + piojoqk‘l

Definimos finalmente la aplicacion ¢4

Py : S*®H0(19pn(1))®19(;(—1) — QP|G

_ qigl
Hiojok Rx; K Qg0 — pjokpiojod( ¢

4

) - piokpiojod(

0
070
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Por dltimo comprobaremos que el diagrama conmuta. Damos la composi-

cién de las aplicaciones @9 y 3

- Digl Djol
03(Higjok ® 1 @ igje) = Higjok ® ~——wjo — Higjok Wi,
DPigjo Piojo
Dii Djs DPigl Qjok DPjol Qiok
‘PQ(Hiojok‘@#wjo_Hiojok#wio) :pzzojo 410, d( .]0. )+ Zzojo 'Jo' d(L) =
Pigjo 00 iojo  Qiojo Piojo  iojo
9jok Qigk
= PiojoPiold(=2=) = PigjoPjo1d(=°=)
2070 20J0
S* @ HO(9pn (1)) @ 9e(—1) 2 Qg
qiok

L . , o digk .
H'LOJOk? Y Iy ® alOJO plo]oplold( ig o ) - plo]op]()ld( Gigdo )
y a continuacién la composicién de 1 v @4

_ Gigl 5ol gkl
804(Hiojok ®x @ aiojo) = pjokpiojod(L) - piokpiojod( 0 ) + pzzojod( )

Qigjo i0jo i0jo

iol Qjol Gigl ol
) —DigkPiojod(=2=)) = DjokPiojo (=) —PigkPiejod(=2=)+

Qigjo i0j0 i0j0 i0j0

©1(PjokPiogod(

(plok d( QJOZ + p]Ol d( quk o piol d( Q,]Ok )_ pjok d( qiol ))

gkl
P2 d( )+Pz20 jo

1070 Qigjo Pigjo  Qiojo  Piojo  Qiojo  Piojo  Tiojo  Piojo  iojo
Qigk Qjok
:piojopjold( '10. )_piojopiold( ?0' )
10J0 20J0
S* @ HO(Opn (1)) ® 9a(—1) X' Qg
digk Qiok

Higjok ® 21 ® igjo > PiogoPiold(g: ) = PiojoPiotd(5,"~)

Observamos que tenemos el mismo resultado, luego el diagrama conmuta.
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5.2.

Identificacién del fibrado conormal

Por ultimo identificaremos los espacios que estamos tratando con las
expresiones utilizadas en el lema de la serpiente (seccién 3.5) para poder
hacer uso de él.

coker(f") =0
coker(f) =0
coker(f") =0

N’ = Nep
N = QIP|G
N/l — QG

M =5*® 5" ®Jg(—1)

M = S5* @ H(Wpn(1)) @ 9g(—1)

M"=5*®Q*

ker(f') = (5%28*)@9g(—1) (por ser el diagrama anterior conmutativo)
ker(f) = (525*) ® 9g(—1)

ker(f") =0

Entonces el diagrama correspondiente al lema de la serpiente seria el
siguiente.
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0 0 0
0 NGp Qpig Q¢ 0

0—=S*® S* ®Vg(—1) —= §* @ HO(Ipn (1)) @ Vg (~1) —= §* @ Q* —=0
8l

(§28") ® Vg(—1) =—— (§°5*) ® ¥g(-1) ————=0

0 0 0
En la seccién anterior hemos probado que el diagrama superior derecho
conmuta, verificindose asi las hipdtesis de dicho lema. Aunque, faltaria com-
probar que v es la aplicacién natural que manda (S25*) ® 9g(—1) en ella
misma, obteniendo de esta forma la parte alternada: (A% S*) ® ¥g(—1). Y
por tanto:

2
N = (/\ ") ©9e(-1)

2
Nep = (/\ 5) @d¢(1)
Veamos que el diagrama

§*© §* @ 9g(—1) —2'5* © HO(9en (1)) ® dg(—1)

j ww

(825%) @ ¥g(—1) =——— (5%5*) @ Ve(-1)
conmuta si definimos v de forma natural. Damos las aplicaciones del diagra-
ma, primero definimos
S*@ 8 @ de(—1) % S*@ HO(dpn (1)) ® Ig(—1)
Higjok ® Higjol @ igjo = Higjok © Higjol @ aigjo

ol



S* — HO(Ypn (1)) es una inclusion por formar parte de la sucesién exacta
universal

Ahora definimos 12 de acuerdo con lo comentado en el apartado (3.4.2)
y por ser S* — HY(YIpn(1)) una inclusion (de la sucesién exacta universal).

25 @ dg(~1) 2 §* @ HOWpa(1)) ® Ig(—1)
Hiojok ’ Hiojol ® Aigjy Hiojok ® Hiojol ® igjo + Hiojol ® Hiojok & Aigjq

entonces tenemos que:

S525% ® 29@(—1)
Hiojok ’ Hiojol ® igjo

S*© 8% ® 0g(—1)
Hiojok ® Hiojol ® Aigjo + Hiojol ® Hiojok & Gigjo

Ll

Por lo tanto conmuta y asf tenemos la expresién que querfamos para el
fibrado normal y conormal de la grassmanniana.
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