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Resumen

El objetivo de este trabajo es dar una expresión para el �brado
conormal del espacio grassmanniano de rectas G(1, n). Para ello debe-
mos empezar explicando algunos conceptos que nos harán falta sobre
los espacios grassmannianos generales G(k, n) (inmersión de Plücker,
coordenadas Plücker, �brados universales...). Luego utilizaremos varias
sucesiones exactas, entre ellas la sucesión exacta universal y el com-
plejo de Eagon-Northcott, para construir un diagrama. Al probar que
dicho diagrama es conmutativo podremos identi�car el �brado conor-
mal de G(1, n) con la parte alternada de uno de los �brados universales
usando el lema de la serpiente.

Abstract

The aim of this document addresses to establish an expression for
the conormal bundle of the grassmannian G(1, n). In order to achieve
that, it must be necessary to explain some of the concepts that will
be used regarding the general grassmannian spaces G(k, n) (Plück-
er embedding, Plücker coordenates, universals bundles...). Eventually
several exact successions will be used, the universal exact sequence and
the Eagon-Northcott complex amongst them, in order to build a dia-
gram. By means of testing that such diagram is commutative, we will
be able to identify the conormal bundle of G(1, n) with the alternated
part from on of the universals bundles by using the Snake Lemma.
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1. Introducción

Una de las herramientas mas imortantes para entender la geometría de
los embedding de una subvariedad dentro de un espacio mayor es estudiar
el �brado normal de un embedding. Por ejemplo, las deformaciones de los
embedding corresponden con secciones del �brado normal. El caso en el que
el espacio ambiente es el espacio poryectivo ha sido estudiado exhaustiva-
mente a lo largo del tiempo. Como un ejemplo del interés del �brado normal
de variedades proyectivas, la conjetura de Hartshorne está relacionada con
que el �brado normal escinda y la amplitud del �brado normal nos facilita
una simple demostración del teorema de Baryh-Larsen usando el teorema de
desaparición de Le Potier para �brados vectoriales amplios [6]

El objetivo de este trabajo es poder dar una expresión particular para
el �brado normal en el caso de tratar con G(1, n). Para ello estudiaremos
a fondo el embedding de Plücker y los �brados universales [1] ya que iden-
ti�caremos el �brado normal con la parte alternada de uno de los �brados
universales.

2. Preliminares

Para esta sección nos apoyaremos en la notación y los conceptos usados
en [1].

2.1. Las grassmannianas como variedades

Sea V un espacio vectorial de dimensión n + 1 sobre un cuerpo K de
característica 0 (podemos suponer que tratamos con el cuerpo de los com-
plejos C). Consideramos también P(V ) = Pn el espacio proyectivo de todos
los hiperplanos de V . Otra forma de ver P(V ) es como el conjunto de rectas
en V ∗.

De�nición 2.1. De�nimos las grassmannianas G(k, n) como el conjunto de
subespacios lineales k−dimensionales de Pn. También podemos identi�carlo
naturalmente con el conjunto de subespacios lineales (k+ 1)−dimensional de
V ∗ (o con el conjunto de cocientes (n− k)−dimensionales de V ).

Durante esta sección abusaremos un poco de la notación ya que identi�-
caremos un k−plano de Pn con el correspondiente subespacio lineal (k+1)−
dimensional de V ∗.

Algunos casos particulares son los siguientes:
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G(0, n) = Pn

G(n− 1, n) = Pn∗

Ahora daremos estructura de variedad a G(k, n). La idea es recubrirlos
por cartas a�nes y analizaremos cómo funcionan en la intersección de dichos
conjuntos a�nes.

Empezamos �jando un sistema de coordenadas {x0, . . . , xn} de Pn o
equivalentemente, �jaremos una base {w0, . . . , wn} de V ∗. Representaremos
un elemento Λ de G(k, n) por una matriz (aij) que llamaremos matriz de
Plücker

Λ =

 a00 . . . a0n
...

...
ak0 . . . akn


donde las �las son las coordenadas de una base de Λ.

Si cambiamos la base de Λ, la matriz Plücker cambia multiplicando a la
izquierda por una matriz cuadrada (no degenerada) de dimensión k + 1 que
corresponde al cambio de base en Λ.

Si asumimos que el menor correspondiente a las primeras k+ 1 columnas
no es cero, podemos multiplicar por una matriz determinada y así representar
Λ de forma única por la matriz siguiente:

1 0 . . . 0 b0k+1 . . . b0n
0 1 . . . 0 b1k+1 . . . b1n
...

...
. . .

...
...

...
0 0 . . . 1 bkk+1 . . . bkn


Así sabemos que G(k, n) contiene un subconjunto abierto afín de dimensión
(k + 1)(n − k) de coordenadas b0k+1, . . . , bkn. Este subconjunto puede ser
descrito como el conjunto de k−planos que no cortan al (n − k − 1)−plano
de ecuaciones x0 = . . . = xk = 0.

Como al menos uno de los menores de orden k + 1 de la matriz Plücker
no es cero, G(k, n) puede ser recubierto por

(
n+1
k+1

)
piezas a�nes.

Notación 2.2. Denotamos por Ui0,...,ik al subconjunto abierto afín de G(k, n)
correspondiente al subespacio que no corta al (n−k−1)−plano de ecuaciones
xi0 = . . . = xik = 0. O equivalentemente, subespacio tal que el menor maxi-
mal de la matriz de Plücker considerando las columnas i0, . . . , ik no es cero.

Faltaría describir el cambio de coordenadas de una pieza a otra. Así
demostraríamos que G(k, n) es una variedad abstracta de dimensión (k +
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1)(n−k). Como el caso general es engorroso, lo veremos en el caso particular
de k = 1 y n = 3 en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.3. Supongamos que k = 1 y n = 3. Consideramos dos piezas
a�nes U01 y U02. Corresponden a las matrices siguientes:

U01 ≈
(

1 0 a b
0 1 c d

)

U02 ≈
(

1 a′ 0 b′

0 c′ 1 d′

)
Tienen intersección cuando c 6= 0 en U01 y c′ 6= 0 en U02. La primera matriz
representa la misma línea que:(

1 −a
c 0 b− ad

c

0 1
c 1 d

c

)
El cambio de coordenadas de U01 a U02 viene dado por:

φ(a, b, c, d) = (−a
c
, b− ad

c
,
1

c
,
d

c
) = (a′.b′, c′, d′)

que es un isomor�smo de {c 6= 0} a {c′ 6= 0}.

2.2. Embedding de Plücker

Para ver G(k, n) como una variedad proyectiva, necesitamos considerar
la siguiente aplicación que llamaremos embedding de Plücker

ϕkn : G(k,P(V )) −→ P(
∧k+1 V ∗)

L[v0, . . . , vk] 7−→ [v0 ∧ . . . ∧ vk]

donde L[v0, . . . , vk] representa el espacio lineal en P(V ) generado por los
vectores linealmente independientes v0, . . . , vk ∈ V ∗ y [v0∧ . . .∧vk] simboliza
el punto de P(

∧k+1 V ) representado por v0 ∧ . . . ∧ vk (tomando en
∧k+1 V ∗

la base {. . . , ei1 ∧ . . . ∧ eik+1
, . . .}).

Fijamos una base en V ∗ y la inducida en
∧k+1 V . Entonces ϕkn asocia al

espacio generado por las �las v0, . . . , vk de la matriz de Plücker un punto en
P(
∧k+1 V ) cuyas coordenadas son las del menor maximal de la matriz. Es

decir, ϕkn asocia a un espacio de�nido por una matriz de Plücker el punto

de P(n+1
k+1)−1 cuyas coordenadas son todos los menosres de orden k + 1 de la

matriz. Además se veri�ca que ϕkn está bien de�nido.
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De�nición 2.4. Las coordenadas homogéneas en P(
∧k+1 V ) inducidas por

la elección de las coordenadas en P(V ) se llaman coordenadas Plücker y se
denotan por pi0,...,ik . (Los pi0,...,ik son las coordenadas que corresponden al
determinante de la matriz (k + 1)(k + 1) obtenido tomando las columnas
i0, . . . , ik.)

Ahora, se veri�ca que ϕkn es un embedding de G(k, n) en P(
∧k+1 V )

como subvariedad algebraica. Veamos por qué.

- Para cada conjunto afín abierto Vi0,...,ik = {pi0,...,ik 6= 0} ⊆ P(
∧k+1 V )

se tiene que la siguiente igualdad

ϕkn(G(k, n))
⋂
Vi0,...,ik = ϕ(Ui0,...,ik)

sería su�ciente para probar que ϕkn|Ui0,...,ik
es un embedding algebraico

en Vi0,...,ik .

- Trabajaremos con U0,...,k. Viene representado por la matriz siguiente,
1 0 . . . 0 b0k+1 . . . b0n
0 1 . . . 0 b1k+1 . . . b1n
...

...
. . .

...
...

...
0 0 . . . 1 bkk+1 . . . bkn


Para esta matriz tenemos que p0,...,k = 1 y consideramos el resto de las
coordenadas Plücker como las coordenadas en V0,...,k. Pero todas las
coordenadas de U0,...,k (que son los (bij)) aparecen como coordenadas
de ϕkn. Más preciso, cada bij aparece como el menor de la matriz
anterior tomando las columnas 0, . . . , î, . . . , k, j. Esto prueba que ϕkn
es un embedding.

Veamos ahora si podemos de�nir G(k, n) en P(
∧k+1 V ) mediante poli-

nomios. Lo veremos en el caso de G(1, 3).

Ejemplo 2.5. Primero elegimos un sistema de coordenadas en P3 y repre-
sentamos una recta en P3 mediante la matriz(

a00 a01 a02 a03

a10 a11 a12 a13

)
Tiene 6 coordenadas Plücker:

p01 =

∣∣∣∣ a00 a01

a10 a11

∣∣∣∣
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p02 =

∣∣∣∣ a00 a02

a10 a12

∣∣∣∣
p03 =

∣∣∣∣ a00 a03

a10 a13

∣∣∣∣
p12 =

∣∣∣∣ a01 a02

a11 a12

∣∣∣∣
p13 =

∣∣∣∣ a01 a03

a11 a13

∣∣∣∣
p23 =

∣∣∣∣ a02 a03

a12 a13

∣∣∣∣
Desarrollando por las dos primeras �las el determinante de la siguiente ma-
triz 

a00 a01 a02 a03

a10 a11 a12 a13

a00 a01 a02 a03

a10 a11 a12 a13


se tiene que la imagen de G(k, n) en P5 satisface la siguiente ecuación
cuadrática:

p01p23 − p02p13 + p03p12 = 0.

Ésta es la única ecuación de G(1, 3) ya que de�ne una variedad irreducible
de dimensión 4 que contiene a G(1, 3) (que también tiene dimensión 4).

Analizaremos un poco más a fondo este tema, daremos ecuaciones poli-
nomiales a G(1, n). Empezamos �jando una base de V y su correspondiente
base dual en V ∗. Para simpli�car la notación denotaremos por G a G(1, n).
Y consideramos las coordenadas de Plücker {pij}0≤i≤j≤n en G. Podemos ver
G como una subvariedad de P(

∧2 V ).

Observación 2.6. Consideramos i ≤ j ya que pij = −pji si j ≤ i.

Notación 2.7. Distinguimos mediante letras mayúsculas o minúsculas a los
subespacios de una grassmanniana y a los subconjuntos de Pn:

l ∈ G(m,n) como elemento de una grassmanniana
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L ⊆ Pn como subconjutno de Pn que representa el subespacio lineal
m−dimensional inducido por l y ~l ⊆ V ∗.

Notación 2.8. P∗l ⊆ Pn∗ es el sistema lineal de hiperplanos de dimen-
sión n− 2 que contiene una recta L.

~P∗l ⊆ V es el subespacio lineal (n− 1)-dimensional que de�ne P∗l .

Para cada recta con coordenadas Plücker p̄ = (pij) de�nimos los vectores

wi = (pi0, . . . , pin)

con i = 0, . . . , n y las formas lineales

Hijk = pjkxi − pikxj + pijxk

con i, j, k = 0, . . . , n donde x0, . . . , xn forman un sistema de coordenadas de
Pn.

Tenemos que:

los vectores wi generan el espacio lineal de ~l ⊆ V ∗.

las formas lineales Hijk generan el subespacio lineal de ~P∗l ⊆ V

de hecho, las ecuaciones de G en el espacio de Plücker son Hijk(wl) = 0
para i, j, k, l = 0, . . . , n.

Si damos las ecuaciones Hijk(wl) = 0 de forma explícita obtenemos lo
que llamaremos relación de Plücker

pijpkl − pikpjl + pilpjk = 0

Notación 2.9. Se tiene que las coordenadas Plücker representadas por pij
son los números en sí, mientras que qij representan las coordenadas en el
espacio en el que está la grassmanianna que vamos a estudiar.

Observación 2.10. Sabemos que el espacio H0(ϑPn(1))⊗ϑG está generado
por los hiperplanos xi de Pn y además se veri�ca que xi ∧ xj = pij.
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3. Módulos

3.1. De�nición

Una de�nición que usaremos al �nal del trabajo es la siguiente:

De�nición 3.1. Sean A, B , C y D Λ-módulos y sea α, β, γ y δ homomor-
�smos de Λ-módulos. Decimos que el diagama

A
α //

γ

��

B

β
��

C
δ // D

es conmutativo si β ◦ α = δ ◦ α : A→ D

3.2. Producto tensorial

Necesitaremos algunos conceptos sobre productos tensoriales, producto
exterior y producto simétrico vistos en [3].

Sean M y N R-módulos. El producto tensorial de M y N sobre R,
M ⊗R N , es el R−módulo generado por m ⊗ n con m ∈ M y n ∈ N
satisfaciéndose las relaciones

rm⊗ n = m⊗ rn

(m+m′)⊗ n = m⊗ n+m′ ⊗ n

m⊗ (n+ n′) = m⊗ n+m⊗ n′

para cada r ∈ R.
Estas relaciones muestran precisamente que la aplicación natural

b : M ×N → M ⊗N
m× n 7→ m⊗ n

es bilineal.
De aquí se sigue que el producto tensorial junto con la aplicación tiene (y

se caracteriza por) la siguiente propiedad universal: para cualquier módulo
P , las aplicaciones bilineales M × N → P tiene una correspondencia 1 − 1
con el homomor�smoM ⊗N → P componiendo con la aplicación b. Ésto es,

Hom(M ⊗R N,P ) ∼= {aplicaciones bilineales de M ×N en P}
ϕ −→ ϕ ◦ b

7



Es elemental que una aplicación bilineal M × N → P es igual que un
homomor�smo M → HomR(N,P ). Así podemos reescribir el isomor�smo
natural anterior como el isomor�smo natural siguiente,

HomR(M ⊗R N,P ) ≈ HomR(M,HomR(N,P ))

.
El álgebra tensorial de R-módulos M es el álgebra graduada y no con-

mutativa,

TR(M) := R⊕M ⊕ (M ⊗RM)⊕ . . .

donde el producto de x1 ⊗ . . .⊗ xm y y1 ⊗ . . .⊗ yn es:

x1 ⊗ . . .⊗ xm ⊗ y1 ⊗ . . .⊗ yn
En el caso más interesante, cuandoM es un R-módulo libre en xi, TR(M)

es simplemente el álgebra libre (no conmutativo) en los xi. Cuando conoce-
mos el anillo R sobre el que trabajamos podemos escribir T (M).

El álgebra simétrica de M es el álgebra SR(M) obtenida de TR(M) im-
poniendo la ley conmutativa, que es, mediante factorización del ideal bilátero
y por la relación x ⊗ y − y ⊗ x para cada x, y ∈ M . Cuando el contexto es
claro podemos escribir simplemente S(M).

Finalmente el álgebra exterior de M es el álgebra
∧
R(M) obtenido de

TR(M) imponiendo la conmuttividad-skew que es, factorizando por el ideal
bilátero generado por los elementos x2 = x ⊗ x para cada x ∈ M . (De la
fórmula (x + y) ⊗ (x + y) = x ⊗ x + x ⊗ y + y ⊗ x + y ⊗ y vemos que
x ⊗ y + y ⊗ x va a 0 en

∧
RM para cada x, y ∈ M , entonces

∧
RM tiene

realmente la conmutatividad-skew). Cuando el contexto es claro podemos
escribir simplemente

∧
(M).

Notación 3.2. Usaremos la siguiente notación:

SiF representa el producto simétrico i-ésimo de F∧i F representa el producto exterior i-ésimo de F

3.3. Isomor�smos canónicos entre espacios vectoriales

Supongamos un espacio vectorial V de dimensión n, su espacio dual V ∗,
W un espacio vectorial de dimensión m y su espacio dual W ∗. Veamos en
primer lugar que Hom(V,W ) ∼= V ∗ ⊗W .
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Proposición 3.3. La aplicación

V ∗ ⊗W −→ Hom(V,W )

f ⊗ v 7−→
{
V −→ W
v 7−→ f(v)w

es un isomor�smo.

Demostración. Haremos la demostración usando bases. Supongamos que la
base de V es B = {e1, . . . , en}, su base dual B∗ = {e∗1, . . . , e∗n}, la base de
W es B′ = {a1, . . . , am} y su dual B′∗ = {a∗1, . . . , a∗m}. Queremos ver que
Hom(V,W ) ∼= V ∗ ⊗W . Las siguientes identi�caciones son conocidas,

Hom(V,W ) ≡ Hom(V, (W ∗)∗) ≡ Hom(V,Hom(W ∗,K)) ≡ Bil(V,W ∗;K)
V ∗ ⊗W ≡ V ∗ ⊗ (W ∗)∗ ≡ (V ⊗W ∗)∗ ≡ Hom(V ⊗W ∗;K)
Sea ϕ ∈ Hom(V,W ) dado por ϕ(ei) =

∑
j λijaj , queremos ver que ϕ ∈

V ∗ ⊗W vendría dado por
ϕ =

∑
i,j λije

∗
i ⊗ aj .

Sea ϕ ∈ Hom(V,W ). Por las identi�caciones anteriores se tiene que
ϕ ∈ Bil(V,W ∗;K) viene dado por ϕ(v, f) = ϕ(v)(f) = f(ϕ(v)). Ahora
ϕ(ek, a

∗
l ) = a∗l (ϕ(ek)) = a∗l (

∑
j λkjaj) = λkl.

Debemos comprobar que la expresión de ϕ como elemento de V ∗ ⊗W
coincide con λkl al evaluarlo en (ek, a

∗
l ) y así serán iguales

ϕ(ek, a
∗
l ) =

∑
λije

∗
i ⊗ aj(ek, a∗l ) =

∑
λije

∗
i (ek)aj(a

∗
l ) = λkl

Entonces se veri�ca que ϕ =
∑
λije

∗
i ⊗ aj .

Proposición 3.4. La aplicación

V ∗ ⊗
∧2 V −→ V

f ⊗ (v ∧ w) 7−→ f(v)w − f(w)v

es un isomor�smo

Demostración. Usamos la notación y el isomor�smo probado en la Proposi-
ción 3.3. Si W =

∧2 V con dimV = 2 entones probar que V ∗ ⊗
∧2 V ∼= V

es equvalente a probar que V ∼= Hom(V,
∧2 V ). Como la dimensión de V es

2, entonces dim
∧2 V = 1 y por tanto Hom(V,

∧2 V ) = 2. Entonces, para
probar el isomor�smo basta probar la inyectividad o la sobreyectividad de
la siguiente aplicación,

ϕ : V −→ Hom(V,
∧2 V ) ≈ V ∗ ⊗

∧2 V

v 7−→
{
ϕv : V −→

∧2 V
w 7−→ w ∧ v

9



Lo más sencillo es comprobar la inyectividad: v ∈ ker(ϕ) ⇔ ϕv = 0 ⇔
para cada w ∈ V, v ∧ w = 0 ⇔ para cada w ∈ V, dim < v,w >≤ 1 ⇒ v = 0
porque dim(V ) > 1. Luego ker(ϕ) = 0.

De esta forma tenemos dos isomor�smos:

1.
ϕ : V −→ Hom(V,

∧2 V )

v 7−→
{
ϕv : V −→

∧2 V
w 7−→ w ∧ v

2.
ψ : V ∗ ⊗

∧2 V −→ Hom(V,
∧2 V )

φ⊗ w 7−→
{
V −→

∧2 V
v 7−→ φ(v)w

Hay que buscar v ∈ V y φ ⊗ w ∈ V ∗ ⊗
∧2 V tal que ϕ(v) = ψ(φ ⊗ w)

Como dim(V ) = 2, entonces supondremos que V =< v1, v2 > y
V ∗ =< v∗1, v

∗
2 >.

Usando estas bases daremos los isomor�smos anteriores,

1.
V −→ Hom(V,

∧2 V )

v1 7−→

 V −→
∧2 V

v1 7−→ 0
v2 7−→ v2 ∧ v1

v2 7−→

 V −→
∧2 V

v1 7−→ v1 ∧ v2

v2 7−→ 0

2.
V ∗ ⊗

∧2 V −→ Hom(V,
∧2 V )

v∗1 ⊗ (v1 ∧ v2) 7−→

 V −→
∧2 V

v1 7−→ v1 ∧ v2

v2 7−→ 0

v∗2 ⊗ (v1 ∧ v2) 7−→

 V −→
∧2 V

v1 7−→ 0
v2 7−→ v1 ∧ v2

Damos �nalmente el isomor�smo que estábamos buscando.

V ∗ ⊗
∧2 V −→ V

f ⊗ (v ∧ w) 7−→ f(v)w − f(w)v

10



Cuando tratamos en particular con las bases de V y V ∗ tendríamos la
siguiente aplicación.

V ∗ ⊗
∧2 V −→ V

v∗1 ⊗ (v1 ∧ v2) 7−→ v2

v∗2 ⊗ (v1 ∧ v2) 7−→ −v1

3.4. Complejo de Eagon-Northcott

3.4.1. Partiendo de una aplicación de módulos libres �nitamente

generados

Nos apoyaremos en el apéndice 2.6 de [3].
El complejo de Eagon-Northcott está asociado a una aplicación arbitraria

de módulos libres �nitamente generados

ϕ : F −→ G

sobre un anillo R. Llamamos f al rango de F y g al rango de G. Supondremos
que f ≥ g.

Empezaremos con una reinterpretación del complejo de Koszul. Sea S =
S(G) álgebra simétrica en G (es decir, anillo polinomial graduado en un con-
junto de generadores libres para G, mirados como elementos de grado 1). Si
suponemos que x1, . . . , xg es una base libre de G, entonces S = R[x1, . . . , xg].

Ahora, si llamamos F ′ al S-módulo siguiente S ⊗ F (−1), sabemos que
hay una única aplicación de S−módulos

ϕ′ : F ′ −→ S

que manda F = R⊗ F = (S ⊗ F )0 = F ′1 ⊆ F ′ en G = S1G por ϕ.
En términos de bases tendríamos que,

- si e1, . . . , ef es un conjunto de generadores libres de F , entonces ϕei =∑
rijxj donde rij ∈ R (viendo rijxj como elemento de G).

- si llamamos e′i al generador 1⊗ ei ∈ F ′, entonces ϕ′e′i =
∑
rijxj visto

como elemento de S = R[x1, . . . , xg].

Sea

K(ϕ′) : 0 // ∧f F ′ // ∧f−1 F ′ // . . . // ∧2 F ′ // F ′
ϕ′ // S

11



el complejos de Koszul determinado por ϕ′ sobre el anillo S. Como las aplica-
ciones borde de K(ϕ′) son homogéneas de grado 0 en el sentido del graduado
de S, podemos restringir a un único grado y así llegamos a un complejo de
R−módulos libres llamados strand de K(ϕ′).

Explícitamente, en grado d tenemos un complejo

K(ϕ′)d : . . .
∂→ Sd−iG⊗

i∧
F

∂→ Sd−i+1G⊗
i−1∧

F
∂→ . . .

∂→ Sd−1G⊗F
∂→ SdG

donde ∂ representa las diferenciales.
Llamamos {x̂i} a los elementos de la base de G∗, que es la dual de la

base {xi} de G. Tenemos que ϕ∗(x̂i) ∈ F ∗ actúa en
∧
F . Por otro lado

la aplicación ∂ toma un elemento m ⊗ f ∈ Sd−iG ⊗
∧i F y lo manda a∑

xim⊗ ϕ∗(x̂i)(f) ∈ Sd−i+1G⊗
∧i−1 F .

Veamos que ∂2 = 0. Para ello tomaremos el elemento c =
∑
xi ⊗ x̂i ∈

G ⊗ G∗ que llamamos elemento traza. Este elemento es independiente de
la base xi que tomemos. Además se veri�ca que es la imagen del elemento
identidad bajo la aplicación R→ G⊗G∗ (que es dual a la aplicación evalu-
ación G∗ ⊗ G → R). Las aplicaciones ∂ están dadas por multiplicación por
c, visto como un elemento de S(G)⊗

∧
G∗ (donde la acción de

∧
G∗ en

∧
F

es mediante una aplicación algebraica
∧
ϕ∗ :

∧
G∗ →

∧
F ∗). En particular,

como S(G)⊗
∧
G∗ es el álgebra exterior sobre SG del SG−módulo SG⊗G∗

y c es un elemento de grado 1, se tiene que c2 = 0 y por tanto ∂2 = 0.
Ahora dualizamos K(ϕ′)d tomando Hom(−, R),

K(ϕ′)∗d : . . .→ (Sd−i+1G)∗ ⊗
i−1∧

F ∗ → (Sd−iG)∗ ⊗
i∧
F ∗ → . . .

Si elegimos un elemento α ∈
∧f F (es posible tomarlo ya que F es libre),

podemos usarlo para identi�car
∧i F ∗ con

∧f−i F ∗. Por notación, tomamos
DiG

∗ ≡ (SiG)∗.
Usando estas dos identi�caciones reescribimos K(ϕ′)∗d,

K(ϕ′)∗d : 0→ DdG
∗ ⊗

f∧
F

δ→ Dd−1G
∗ ⊗

f−1∧
F

δ→ . . .→ Dd−iG
∗ ⊗

f−i∧
F

δ→ Dd−i−1G
∗ ⊗

f−i−1∧
F

δ→ . . .

Como DG∗ es un módulo sobre SG, la aplicación δ puede ser descrita
como multiplicación por c ∈ G⊗G∗ ⊆ SG⊗

∧
G∗.

Para conseguir el complejo de Eagon-Northcott nos centraremos en un
tipo de complejo creado mediante la unión de los complejos de la forma
K(ϕ′)∗d y K(ϕ′)f−g−d en el caso de que d ≤ f − g. Así tendremos que:
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- el último término por la derecha de K(ϕ′)∗d es D0G
∗ ⊗

∧f−d F que lo
podemos identi�car con

∧f−d F ya que D0G
∗ ≡ R.

- el primer término por la izquierda de K(ϕ′)f−g−d es
∧f−g−d F .

De�nimos una aplicación para unir los dos complejos

ε :
∧f−d F // ∧f−d−g F

Llamamos Ci al complejo obtenido uniendo K(ϕ′)∗f−g−i con K(ϕ′)i me-
diante la aplicación ε de�nida antes. Cuando i = 0 obtenemos el complejo
de Eagon-Northcott.

Detallamaos un poco más la aplicación ε antes de dar el complejo de
Eagon-Northcott. De�nimos ε en términos de un generador γ ∈

∧g G∗ ∼= R
(podemos tomar γ ya que hemos asumido que G es libre). Tomado γ de�ni-
mos para cualquier k ≥ g la aplicación

ε :
∧k F // ∧k−g F

que es la acción de
∧g ϕ∗γ en F . Traducimos en términos de bases. Si

tomamos I un subconjunto i1 < i2 < . . . < ik de {1, . . . , f} y eI =
ei1 ∧ . . . ∧ eik producto correspondiente, entonces

ε(eI) =
∑

J⊂I,|J |=g

sgn(J ⊂ I)(det(ϕJ))eI−J

donde:

- sgn(J ⊂ I) es el signo de la permutación de I que pone elementos de
J en las primeras g posiciones.

- ϕJ es la submatriz g × g de ϕ cuyas columnas corresponden a los
elementos de la base con índices en J .

- eI−J es el producto wedge de vectores de la base cuyos índices están
en el conjunto I − J .

En el caso de que tomamos k = g tendríamos la aplicación

ε :
∧g F // ∧0 F = R

que lo podemos identi�car con la composición siguiente∧g F
∧gϕ// ∧g G ∼= R

13



Ya tenemos todos los datos para escribir el complejo de Eagon-Northcott.
Usaremos las siguientes identi�caciones para simpli�car un poco las expre-
siones

Sd := SdG

Dd := DdG
∗ = (SdG)∗∧d :=

∧d F

D0 = S0 =
∧0 = R

Pensaremos en ε :
∧k F →

∧k−g F como la aplicación que va deD0G
∗⊗

∧k F
en
∧k−g F .
Escribiremos también:

G como D1 = D1G
∗

G∗ como S1 = S1G

F como
∧1 =

∧1 F

Primero escribiremos K(ϕ′)∗f−g, K(ϕ′)0 y la apliucación ε y luego es-
cribiremos C0 (con la notación anterior tenemos que sustituir d por f − g e
i por 0).

K(ϕ′)∗f−g : 0 → Df−gG
∗ ⊗

∧f F
δ→ Df−g−1G

∗ ⊗
∧f−1 F

δ→ . . .
δ→

Df−g−iG
∗ ⊗

∧f−i F
δ→ Df−g−i−1G

∗ ⊗
∧f−i−1 F

δ→ . . .
δ→ D1G

∗ ⊗∧f−(f−g−1) F
δ→ D0G

∗ ⊗
∧g F =

∧g F

K(ϕ′)0 : S0G = R

ε :
∧f−(f−g) F →

∧f−g−(f−g) F = R ∼=
∧g G

Uniendo los tres trozos anteriores obtenemos C0

C0 : 0→ Df−gG
∗⊗
∧f F

δ→ Df−g−1G
∗⊗
∧f−1 F

δ→ . . .
δ→ Df−g−iG

∗⊗∧f−i F
δ→ Df−g−i−1G

∗ ⊗
∧f−i−1 F

δ→ . . .
δ→ D1G

∗ ⊗
∧g+1 F

δ→∧g F
ε→ R ∼=

∧g G

Reescribimos usando las identi�caciones dadas antes y así obtenemos el
complejo de Eagon-Northcott

C0 : 0→ Df−g ⊗
f∧

δ→ Df−g−1 ⊗
f−1∧

δ→ . . .
δ→ G∗ ⊗

g+1∧
δ→

g∧
ε→ R ∼=

g∧
G
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3.4.2. Partiendo de una sucesión exacta

Queremos probar el complejo de Eagon-Northcott de otra forma. En vez
de partir de una aplicación entre módulos libres partiremos de la siguiente
sucesión exacta:

0 // V ′′
β // V

ϕ // V ′ // 0

donde V , V ′ y V ′′ son espacios vectoriales y dimV ′′ = 2.
Nuestro objetivo ahora es probar que:

0 // ∧2 V ′′ // ∧2 V // V ′ ⊗ V // S2V ′ // 0

es exacta. Para ello pasamos a los espacios duales teniendo así:

0 // V ′′ // V // V ′ // 0

es exacta si y sólo si

0 // V ′∗ // V ∗ // V ′′∗ // 0

es exacta

0 // ∧2 V ′′ // ∧2 V // V ′ ⊗ V // S2V ′ // 0

es exacta si y sólo si

0 // S2V ′∗ // V ′∗ ⊗ V ∗ // ∧2 V ∗ // ∧2 V ′′∗ // 0

es exacta

Nuestro obejtivo es probar que la última sucesión es exacta. Ahora:

S2V ′∗ = Sim(V ′, V ′) = {γ : V ′ × V ′ → K, γ(v, w) = γ(w, v), γ es
simétrica}

V ′∗ ⊗ V ∗ = Bil(V ′, V ) = {δ : V ′ × V → K, δ es bilineal}∧2 V ∗ = Ant(V, V ) = {α : V × V → K, α(v, w) = −α(w, v), α es
antisimétrica}∧2 V ′′∗ = Ant(V ′′, V ′′) = {σ : V ′′ × V ′′ → K, σ(v, w) = −σ(w, v), σ es
antisimétrica}
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Entonces queremos ver si:

0 // Sim(V ′, V ′)
A // Bil(V ′, V )

B // Ant(V, V )
C // Ant(V ′′, V ′′) // 0

es exacta.
Sabemos que:

ϕ es sobreyectiva

Im(β) = ker(ϕ)

β es inyectiva

Queremos probar que:

1. Im(A) = ker(B)

2. Im(B) = ker(C)

3. C es sobreyectiva

4. A es inyectiva

Veamos como de�nimos las aplicaciones A, B y C

- De�nimos A:

V ′ × V ′
γ // K

V ′ × V
δ

;;wwwwwwwww
a

OO

Sim(V ′, V ′)
A−→ Bil(V ′, V )

γ 7−→ δ = γ ◦ a

donde tenemos que:

- γ es simétrica

- a(v′, v) = (v′, ϕ(v))

- y por tanto δ(v′, v) = γ(v′, ϕ(v))

Por como hemos de�nido δ sabemos que es bilineal ya que γ es bilineal
simétrica.
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- De�nimos B:

V ′ × V δ // K

V × V
α

;;wwwwwwwww
b

OO

Bil(V ′, V )
B−→ Ant(V, V )

δ 7−→ α = δ ◦ b

donde tenemos que:

- δ es bilineal

- b(v, w) = (ϕ(v), w)− (ϕ(w), v)

- y por tanto α(v, w) = δ(ϕ(v), w)− δ(ϕ(w)), v)

Por como hemos de�nido α se veri�ca que es bilineal antisimétrica ya
que δ es bilineal y α(v, w) = −α(w, v).

- De�nimos C:
V × V α // K

V ′′ × V ′′
σ

::vvvvvvvvvv
c

OO

Ant(V, V )
C−→ Ant(V ′′, V ′′)

α 7−→ σ = α ◦ c

donde tenemos que:

- α es antisimétrica

- c(v′′, w′′) = (β(v′′), β(w′′))

- y por tanto σ(v′′, w′′) = α(β(v′′), β(w′′))

Por como hemos de�nido σ se veri�ca que es bilineal antisimétrica ya
que α lo es.

A continuación analizaremos la exactitud de la sucesión.

1. Im(A) = ker(B): Tenemos que
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- Im(A) = {δ ∈ Bil(V ′, V ) tal que existe γ ∈ Sim(V ′.V ′) con
δ = A(γ)} = {δ ∈ Bil(V ′, V ) tal que existe γ ∈ Sim(V ′.V ′) con
δ(v′, v) = γ(v′, ϕ(v)) para cada v′ ∈ V ′, v ∈ V }

- ker(B) = {δ ∈ Bil(V ′, V ) tal que B(δ) = 0} = {δ ∈ Bil(V ′, V )
tal que α(v, w) = 0 para cada v, w ∈ V } = {δ ∈ Bil(V ′, V ) tal
que δ(ϕ(v), w)− δ(ϕ(w), v) = 0 para cada v, w ∈ V }

- Veamos que Im(A) ⊆ ker(B).

Sea δ ∈ Im(A), entonces tenemos que existe γ ∈ Sim(V ′, V ) tal
que δ(v′.v) = γ(v′, ϕ(v)) para cada v′ ∈ V ′ y v ∈ V .
¾δ ∈ ker(B)? ¾δ(ϕ(v), w) − δ(ϕ(w), v)? Por de�nición tenemos
que:

δ(ϕ(v), w) = γ(ϕ(v), ϕ(w))

δ(ϕ(w), v) = γ(ϕ(w), ϕ(v))

Como γ es simétrica entonces γ(ϕ(v), ϕ(w)) = γ(ϕ(w), ϕ(v)) y
por tanto δ(ϕ(v), w) = δ(ϕ(w), v). Luego δ(ϕ(v), w)−δ(ϕ(w), v) =
0 y así δ ∈ ker(B).

- Veamos que ker(B) ⊆ Im(A).

Sea δ ∈ ker(B), entonces δ(ϕ(v), w) − δ(ϕ(w), v) = 0 para cada
v, w ∈ V .
¾δ ∈ Im(A)? ¾Existe δ ∈ Sim(V ′, V ) tal que δ(v′, v) = γ(v′, ϕ(v))
para cada v′ ∈ V ′ y v ∈ V ?
Debemos construir γ simétrica tal que δ(v′, v) = γ(v′, ϕ(v)) para
cada v′ ∈ V ′ y v ∈ V , sabiendo que δ(ϕ(v), w) − δ(ϕ(w), v) = 0
para cada v, w ∈ V .
Sea B′ = {w′1, . . . , w′r} una base de V ′ y B = {w1, . . . , wr} con-
junto de elementos de V tal que ϕ(wi) = w′i.

De�nimos la aplicación ψ que manda los elementos de B′ en los
elementos de B.

ψ : V ′ −→ V
w′i 7−→ wi

Esta aplicación está bien de�nida. Usando ψ de�nimos la apli-
cación γ como sigue:

γ : V ′ × V ′ −→ K
(v′1, v

′
2) 7−→ δ(v′1, ψ(v′2))
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γ está bien de�nida por como la hemos de�nido. Faltaría probar
que es simétrica ¾γ(v′1, v

′
2) = γ(v′2, v

′
1)?. Evaluamos las dos partes

de la igualdad que queremos probar,

γ(v′1, v
′
2) = δ(v′1, ϕ(v′2))

γ(v′2, v
′
1) = δ(v′2, ϕ(v′1))

Pero como δ ∈ ker(B) se tiene que:

δ(ϕ(v), w)− δ(ϕ(w), v) = 0

para cada v, w ∈ V . Entonces:

γ(v′1, v
′
2) = δ(v′1, ψ(v′2)) = δ(ϕ(ψ(v′1)), ψ(v′2))

γ(v′2, v
′
1) = δ(v′2, ψ(v′1)) = δ(ϕ(ψ(v′1)), ψ(v′2))

Luego γ es simétrica.

2. Im(B) = ker(C) Tenemos que:

- Im(B) = {α ∈ Ant(V, V ) tal que existe δ ∈ Bil(V ′.V ) con
α = B(δ)} = {α ∈ Ant(V, V ) tal que existe δ ∈ Bil(V ′.V ′)
con α(v, w) = δ(ϕ(v), w)− δ(ϕ(w), v) para cada v, w ∈ V }.

- ker(C) = {α ∈ Ant(V, V ) tal que C(α) = 0} = {α ∈ Ant(V, V )
tal que α(β(v′′), β(w′′)) = 0 para cada v′′, w′′ ∈ V ′′}.

- Veamos que Im(B) ⊆ ker(C).
Sea α ∈ Im(A), entonces existe δ ∈ Bil(V ′, V ) tal que

α(v.w) = δ(ϕ(v), w)− δ(ϕ(w), v)

para cada v, w ∈ V .
¾α ∈ ker(C)? ¾α(β(v′′), β(w′′)) = 0 para cada v′′, w′′ ∈ V ′′? Por
de�nición tenemos que:

α(β(v′′), β(w′′)) = δ(ϕ(β(v′′)), β(w′′))− δ(ϕ(β(w′′)), β(v′′))

Ahora usamos que Im(β) = ker(ϕ), esto quiere decir que

ϕ(β(v′′)) = 0

para v′′ ∈ V ′′. Luego

α(β(v′′), β(w′′)) = δ(0, β(w′′))− δ(0, β(v′′)) = 0− 0 = 0

Por tanto α ∈ ker(C).
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- Veamos que ker(C) ⊆ Im(B).

Sea α ∈ ker(C), entonces

α(β(v′′), β(w′′)) = 0

para cada v′′, w′′ ∈ ker(V ′′).
¾α ∈ Im(B)? ¾Existe δ ∈ Bil(V ′, V ) tal que

α(v, w) = δ(ϕ(v), w)− δ(ϕ(w), v)

para cada v, w ∈ V ? Debemos construir una aplicación δ ∈ Bil(V ′, V )
tal que

α(v, w) = δ(ϕ(v), w)− δ(ϕ(w), v)

para cada v, w ∈ V sabiendo que

α(β(v′′), β(w′′)) = 0

para cada v′′, w′′ ∈ ker(V ′′).
Para de�nir δ usamos la base B′ = {w′1, . . . , w′r} de V ′, el conjunto
B = {w1, . . . , wr} de elementos de V tal que ϕ(wi) = w′i y la
aplicación ψ

ψ : V ′ −→ V
w′i 7−→ w′i

Se veri�ca que ϕ ◦ ψ = Id pero ψ ◦ ϕ 6= Id

Además,

v − ψ(ϕ(v)) ∈ Ker(ϕ) = Im(β)⇒ v − ψ(ϕ(v)) = β(v′′)

para algún v′′ ∈ V ′′.
Usando ésto de�nimos δ como sigue:

δ : V ′ × V −→ K
(v′, w) 7−→ 1

2α(ψ(v′), w) + 1
2α(β(v′′), ψ(ϕ(w))) =

1
2α(ψ(v′), w)− 1

2α(β(v′′), w)

Es una aplicación bien de�nida.

Veamos que ϕ(v, w) = δ(ϕ(v), w)−δ(ϕ(w), v) para cada v, w ∈ V .
a)

δ(ϕ(v), w) =
1

2
α(ψ(ϕ(v)), w) +

1

2
α(β(v′′), ψ(ϕ(w))) =
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1

2
α(v − β(v′′), w) +

1

2
α(β(v′′), ψ(ϕ(w))) =

1

2
α(v, w)−

1

2
α(β(v′′), w) +

1

2
α(β(v′′), ψ(ϕ(w)))

b)

δ(ϕ(w), v) =
1

2
α(ψ(ϕ(w)), v) +

1

2
α(β(w′′), ψ(ϕ(v))) =

1

2
α(w − β(w′′), v) +

1

2
α(β(w′′), ψ(ϕ(v))) =

1

2
α(w, v)−

1

2
α(β(w′′), v) +

1

2
α(β(w′′), ψ(ϕ(v)))

c)

δ(ϕ(v), w)−δ(ϕ(w), v) =
1

2
α(v, w)−1

2
α(w, v)−1

2
α(β(v′′), w)+

1

2
α(β(w′′), v) +

1

2
α(β(v′′), ψ(ϕ(w)))− 1

2
α(β(w′′), ψ(ϕ(v))) =

α(v, w)−1

2
α(β(v′′), ψ(ϕ(w))+β(w′′))+

1

2
α(β(w′′), ψ(ϕ(v))+β(v′′))+

1

2
α(β(v′′), ψ(ϕ(w)))−1

2
α(β(w′′), ψ(ϕ(v))) = α(v, w)−1

2

0︷ ︸︸ ︷
α(β(v′′), β(w′′))−

1

2
α(β(v′′), ψ(ϕ(w)))+

1

2
α

0︷ ︸︸ ︷
(β(w′′), β(v′′)) +

1

2
α(β(w′′), ψ(ϕ(v)))+

1

2
α(β(v′′), ψ(ϕ(w)))− 1

2
α(β(w′′), ψ(ϕ(v))) = α(v, w)

3. C es sobreyectiva.

C sería sobreyectiva si para cada σ ∈ Ant(V ′′, V ′′) existe α ∈ Ant(V, V )
tal que σ = C(α), es decir,

¾para cada σ ∈ Ant(V ′′, V ′′) existe α ∈ Ant(V, V ) tal que

σ(v′′, w′′) = α(β(v′′), β(w′′))

para cada v′′, w′′ ∈ V ′′?
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Debemos construir la aplicación α ∈ Ant(V, V ) que veri�que la igual-
dad anterior. Como β es inyectiva, entonces podemos poner V como
suma directa de β(V ′′) y un espacio complementario.

V = β(V ′′)⊕W

De�nimos

α : V × V −→ K
(β(v′′1) + w1, β(v′′2) + w2) 7−→ σ(v′′1 , v

′′
2)

Debemos probar que α está bien de�nida y que veri�ca que

σ(v′′, w′′) = α(β(v′′), β(w′′))

- ¾α está bien de�nida?

Sabemos que α está bien de�nido ya que si tomamos

v1 = β(v′′1) + w̃1

v1 = β(v′′1) + w̃1

y
v2 = β(v′′2) + w̃2

v2 = β(v′′2) + w̃2

entonces α(v1, v2) = σ(v′′1 , v
′′
2) es independiente de la elección de

los elementos de W que hagamos.

- ¾σ(v′′, w′′) = α(β(v′′), β(w′′))?

La igualdad anterior se veri�ca por como hemos de�nido α.

4. A es inyectiva

Para probar que A es inyectica debemos ver que si A(γ) = 0 entonces
γ = 0. Es decir,

¾γ(v′1, ϕ(v2)) = 0 para cada v′1 ∈ V ′,v2 ∈ V ⇒ γ(v′1, v
′
2) = 0 para cada

v′1, v
′
2 ∈ V ′?

Como ϕ es sobreyectiva entonces para cada v′2 ∈ V ′ existe v2 ∈ V tal
que ϕ(v2) = v′2. Y como γ(v′1, ϕ(v2)) = 0 entonces se tiene que γ = 0.
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Ahora daremos las aplicaciones A, B y C de forma tensorial. Usaremos
la notación siguiente:

ϕ∗ : V ′∗ −→ V ∗

α′ 7−→ α′ ◦ ϕ

V ′
α′ // K

V
α′◦ϕ

>>}}}}}}}}
ϕ

OO

β∗ : V ∗ −→ V ′′∗

λ 7−→ λ ◦ β

V
β // K

V ′′
λ◦β

>>||||||||
β

OO

Aplicación A: Queremos dar la aplicación S2V ′∗ → V ′∗ ⊗ V ∗.
La aplicación que correspondería con Sim(V ′, V ′) sería,

V ′ × V ′ −→ K
(v′1, v

′
2) 7−→ α′1(v′1)α′2(v′2) + α′1(v′2)α′2(v′1)

y la que correspondería con Bil(V ′, V ) sería

V ′ × V −→ K
(v′, v) 7−→ α′1(v′)α′2(ϕ(v)) = α′1(v′)(ϕ∗(α′2))(v)

Entonces tendríamos que:

S2V ′∗ −→ V ′∗ ⊗ V ∗
(α′1, α

′
2) 7−→ α′1 ⊗ ϕ∗(α′2) + α′2 ⊗ ϕ∗(α′1)

Aplicación B: Queremos dar la aplicación V ′∗ ⊗ V ∗ →
∧2 V ∗.

Repetimos el procedimiento anterior. Así la aplicación en Bil(V ′, V )
sería,

V ′ × V −→ K
(v′, v) 7−→ α′(v′)λ(v)
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y la aplicación en Ant(V, V ) sería,

V × V −→ K
(v1, v2) 7−→ α′ ◦ ϕ(v1)λ(v2)− α′ ◦ ϕ(v2)λ(v1)

Así tendríamos que:

V ′∗ ⊗ V ∗ −→
∧2 V ∗

(α′, λ) 7−→ ϕ∗(α′) ∧ λ

Aplicación C: Queremos dar la aplicación
∧2 V ∗ →

∧2 V ′′∗.

La aplicación en Ant(V, V ) sería,

V × V −→ K
(v1, v2) 7−→ λ1(v1)λ2(v2)− λ1(v2)λ2(v1)

y la aplicación en Ant(V ′′, V ′′) sería,

V ′′ × V ′′ −→ K
(v′′1 , v

′′
2) 7−→ λ1(β(v1))︸ ︷︷ ︸

β∗(λ1(v′′1 ))

λ2(β(v2))− λ1(β(v2))λ2(β(v1))

Así tendríamos que: ∧2 V ∗ −→
∧2 V ′′∗

λ1 ∧ λ2 7−→ β∗(λ1) ∧ β∗(λ2)

3.5. Lema de la serpiente

La notación que usaremos es la siguiente:

h̄ denota la aplicación inducida por h.

x̄ denota la clase de equivalencia de ese elemento.

A continuación enunciaremos y demostraremos el lema.

Lema 3.5. Sea R un anillo conmutativo con unidad. Dado un diagrama
conmutativo de R-módulos con �las exactas:

0 // N ′
h // N

ψ // N ′′

M ′

f ′

OO

φ // M

f

OO

g // M ′′

f ′′

OO

// 0
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existe una aplicación δ en el diagrama inducido siguiente

0 0 0

coker(f ′)

OO

h̄ // coker(f)

OO

ψ̄ // coker(f ′′)

OO

0 // N ′

πf ′

OO

h // N

πf

OO

ψ // N ′′

πf ′′

OO

M ′

f ′

OO

φ // M

f

OO

g // M ′′

f ′′

OO

// 0

ker(f ′)

if ′

OO

φ̄ // ker(f)

if

OO

ḡ // ker(f ′′)

if ′′

OO

0

OO

0

OO

0

OO

donde i es la aplicación inclusión canónica, π es la aplicación proyección
canónica y δ : ker(f ′′)→ coker(f ′) es tal que la sucesión siguiente es exacta

ker(f ′)
φ̄→ ker(f)

ḡ→ ker(f ′′)
δ→ coker(f ′)

h̄→ coker(f)
ψ̄→ coker(f ′′)

y cualquier sección del diagrama es conmutativo.

Demostración. Lo probaremos por partes: Debemos demostrar que:

1. La sucesión

0 // ker(f)
if // M

f // N
πf // coker(f) // 0

es exacta.

2. Las aplicaciones φ̄, ḡ, h̄ y ψ̄ están bien de�nidas y por tanto el diagrama
entero conmuta.

3. La sucesión

ker(f ′)
φ̄ // ker(f)

ḡ // ker(f ′′)

es exacta.
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4. La sucesión

coker(f ′)
h̄ // coker(f)

ψ̄ // coker(f ′′)

es exacta

5. Por último de�niremos δ : ker(f ′′)→ coker(f ′) para que la sucesión

ker(f ′)
φ̄→ ker(f)

ḡ→ ker(f ′′)
δ→ coker(f ′)

h̄→ coker(f)
ψ̄→ coker(f ′′)

sea exacta.

Empezaremos a probar cada uno de los apartados.

1. La sucesión

0 // ker(f)
if // M

f // N
πf // coker(f) // 0

es exacta.

Como if es la aplicación inclusión, es canónicamente inyectiva. Co-
mo πf es la aplicación proyección, es canónicamente sobreyectiva. Por
de�nición de ker(f) se tiene que f ◦ if = 0, luego Im(if ) ⊆ ker(f).
Por de�nición de coker(f) se tiene que πf ◦ f = 0, luego Im(f) ⊆
ker(πf ). Además también tenemos por de�nición que ker(f) ⊆ Im(if )
y ker(πf ) ⊆ Im(f). Así tenemos que todas las columnas del diagrama
son exactas.

2. Las aplicaciones φ̄, ḡ, h̄ y ψ̄ están bien de�nidas y por tanto el diagrama
entero conmuta.

Veámoslo para φ̄. Sean a = b en ker(f ′), es decir, a − b = 0 en
ker(f ′). Ahora, if ′ es inyectiva, entonces if ′(a − b) = 0 ∈ M ′.
Como φ está bien de�nida, entonces φ ◦ if ′(a − b) = 0 = if (0).
Entonces φ̄ manda a − b = 0 a 0 en ker(f) y por tanto φ̄ está
bien de�nida (φ̄(a) = φ̄(b)). Así el diagrama inferior izquierdo
conmuta.
De forma análoga se prueba que ḡ está bien de�nido y que el
diagrama inferior derecho conmuta.

Veámoslo para h̄. Sea ā = b̄ en coker(f ′). Como πf ′ es suprayecti-
va, se tiene que ā− b̄ = 0̄ = πf ′(a

′− b′) para a′, b′ ∈ N ′. Entonces
h̄ manda ā − b̄ = 0̄ a 0 en coker(f), luego h̄ está bien de�nida
(h̄(a) = h̄(b)) y así el diagrama superior izquierdo conmuta.
De forma análoga se prueba que φ̄ está bien de�nida y que el
diagrama superior derecho conmuta.

26



3. La sucesión

ker(f ′)
φ̄ // ker(f)

ḡ // ker(f ′′)

es exacta.

Veamos que Im(φ̄) ⊆ ker(ḡ). Queremos ver que ḡ ◦ φ̄ = 0. Sea
a ∈ ker(f ′), por conmutatividad, if ◦ φ̄(a) = φ◦ if ′(a). Aplicando
g obtenemos 0 por la exactitud de la sucesión

M ′ →M →M ′′ → 0 (1)

Entonces g ◦ if ◦ φ̄(a) = 0. Ahora, if ′′ es inyectiva y por la con-
mutatividad del diagrama se tiene que ḡ ◦ φ̄ = 0

Veamos que ker(ḡ) ⊆ Im(φ̄). Sea b ∈ ker(ḡ), entonces ḡ(b) =
0 ∈ ker(f ′′). Como if ′′ es inyectiva, entonces if ′′ ◦ ḡ(b) = 0 ∈
M ′′. Por la conmutatividad del diagrama, g ◦ if (b) = 0, entonces
if (b) ∈ ker(g) = Im(φ) por la exactitud de la sucesión (1). Por
tanto if (b) = φ(c) para algún c ∈ M ′. Ahora, if ′ es inyectiva,
entonces podemos subir c a algún d ∈ ker(f ′) donde φ̄(d) = b por
conmutatividad del diagrama.

4. La sucesión

coker(f ′)
h̄ // coker(f)

ψ̄ // coker(f ′′)

es exacta.

Veamos que Im(h̄) ⊆ ker(ψ̄). Queremos ver que ψ̄ ◦ h̄ = 0. Sea
ā ∈ coker(f ′). Como πf ′ es sobreyectiva, entonces ā = πf ′(b) para
algún b ∈ N ′. Como la sucesión

0→ N ′ → N → N ′′ (2)

es exacta, se tiene que ψ ◦ h = 0, entonces ψ ◦ h(b) = 0, lo que
signi�ca que πf ′′(ψ◦h(b)) = 0̄ en coker(f ′′). Entonces ψ̄◦h̄(ā) = 0̄
por la conmutatividad del diagrama y por tanto ψ̄ ◦ h̄ = 0.

Veamos que ker(ψ̄) ⊆ Im(h̄). Sea ā ∈ ker(ψ̄) ⊆ coker(f), en-
tonces ā = πf (b) para algún b ∈ N por la sobreyectividad de πf .
Por la conmutatividad del diagrama ψ(b) = 0. Por ser (2) exac-
ta se tiene que b ∈ ker(ψ) = Im(h), luego h(c) = b para algún
c ∈ N ′. Por conmutatividad del diagrama se tiene que ā ∈ Im(h̄).
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5. Por último de�niremos δ : ker(f ′′)→ coker(f ′) para que la sucesión

ker(f ′)
φ̄→ ker(f)

ḡ→ ker(f ′′)
δ→ coker(f ′)

h̄→ coker(f)
ψ̄→ coker(f ′′)

sea exacta.

Sea z ∈ ker(f ′′) ⊆ M ′′. Como g es sobreyectiva, tenemos que
g(y) = z para algún y ∈ M . Entonces f(y) ∈ N y ψ(f(y)) = 0
por la conmutatividad y la de�nición de z. Por exactitud de (2)
tenemos que f(y) = h(x) para algún x ∈ N ′. De�nimos δ(z) =
x̄ ∈ coker(f ′).
Veamos que δ está bien de�nida. Supongamos ahora y′ ∈ M con
g(y′) = if ′′(z), entonces y − y′ ∈ ker(g) = Im(φ). Por tanto
y − y′ = φ(a) para algún a ∈ M ′. Entonces f(y − y′) = h ◦
f ′(a) por conmutatividad. Por como hemos de�nido δ tenemos
que f(y) = h(x) y f(y′) = h(x′) para algún x, x′ ∈ N ′, luego
f(y−y′) = (h◦f ′)(a) = h(x−x′). Ésto signi�ca que x−x′−f ′(a) ∈
ker(h). Ahora, h es inyectiva y por la exactitud de (2) tenemos
que x−x′−f ′(a) = 0, luego x−x′ = f ′(a). Aplicando πf ′ se tiene
que ¯x− x′ = 0̄ y por tanto x̄ = x̄′. Luego δ es una aplicación bien
de�nida.

Veamos ahora que δ es un homomor�smo (aplicación R−lineal).
Tomamos ra + sb ∈ ker(f ′′) ⊆ M ′′ donde r, s ∈ R y a, b ∈ M ′′.
Como g es sobreyectiva, se tiene que existe rc + sd ∈ M tal que
g(rc+ sd) = ra+ sb o equivalentemente rg(c) + sg(d) = ra+ sb.
Entonces f(rc+sd) ∈ N y ψ(f(rc+sd)) = 0 por conmutatividad y
la de�nición de núcleo. Por exactitud (Im(h) = her(ψ)) y usando
que f es R−lineal, tenemos que

f(rc+ sd) = rf(c) + sf(d) = rh(j) + sh(k) = h(rj + sk)

para algún j, k ∈ N ′. Luego, δ(ra + sb) = ¯rj + sk. Repetimos
el argumento, pero esta vez partiendo de ra ∈ ker(f ′′) ⊆ M ′′ y
sb ∈ ker(f ′′) ⊆M ′′. Así tenemos que:

δ(ra) = r̄j = rj̄ y δ(sb) = s̄k = sk̄

Así concluimos que δ es R−lineal.
Nos falta ver que ls sucesión

ker(f ′)
φ̄→ ker(f)

ḡ→ ker(f ′′)
δ→ coker(f ′)

h̄→ coker(f)
ψ̄→ coker(f ′′)
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es exacta.

Para ello debemos ver que Im(ḡ) = ker(δ) y Im(δ) = ker(h̄).

• Veamos que Im(ḡ) ⊆ ker(δ). Queremos ver que δ◦ ḡ = 0. Sea
y ∈ ker(f), entonces δ(ḡ(y)) = 0 por la de�nición de δ.

• Veamos que ker(δ) ⊆ Im(ḡ). Sea z ∈ ker(δ), entonces δ(z) =
0̄ en coker(f ′). Existe x ∈ Im(f ′) tal que πf ′(x) = 0̄ por ser
πf ′ sobreyectiva. Entonces x = f ′(a) para algún a ∈ M ′,
entonces (h ◦ f ′)(a) = (f ◦ φ)(a), luego h(x) = (f ◦ φ)(a).
Pero por de�nición de δ, h(x) = f(y) para algún y ∈ M .
Entonces z = g(y − φ(a) + φ(a)) = g(y − φ(a)) + g ◦ φ(a) =
g(y − φ(a)) ∈ Im(ḡ). Luego z ∈ Im(ḡ).

• Veamos que Im(δ) ⊆ ker(h̄). Sea δ(z) ∈ Im(δ), entonces
δ(z) = z + Im(f ′), y por tanto, (h̄ ◦ δ)(z) = h(z) + Im(f) =
f(y) + Im(f) (por la de�nición de δ) que está en Im(f) y
por tanto es igual a 0̄ en coker(f).

• Veamos que ker(h̄) ⊆ Im(δ). Sea x̄ ∈ ker(h̄), entonces h(x) ∈
Im(f). Por tanto h(x) = f(y) para algún y ∈M . Sea g(y) =
z ∈M ′′, entonces f ′′(z) = (ψ ◦ h)(x) = 0, luego z ∈ ker(f ′′),
por tanto δ(z) = z + Im(f ′) y x̄ ∈ Im(δ).

Corolario 3.6. Además se veri�ca que:

1. Si la aplicación φ es inyectiva, entonces φ̄ también es inyectiva.

2. Si la aplicación ψ es suprayectiva, entonces ψ̄ también es suprayectiva.

Demostración. 1. Como φ es inyectiva, entonces ker(φ) = 0. Sea a ∈
ker(φ̄). Por conmutatividad del diagrama, if ◦ φ̄ = φ ◦ if ′ . Entonces
φ ◦ if ′(a) = 0. Ahora if es inyectiva, entonces if (a) = 0 si y sólo si
a = 0. Luego φ(a) = 0, por tanto a ∈ ker(φ), lo que signi�ca que a = 0
ya que φ es inyectiva.

2. Sea b̄ ∈ coker(f ′′) y veamos que ψ̄(c̄) = b̄ para algún c̄ ∈ coker(f).
Ahora, πf ′′ es suprayectiva, por tanto πf ′′(b) = b̄ para algún b ∈ N ′′.
Y también sabemos que ψ es suprayectiva, entonces b = ψ(c) para
algún c ∈ N . Entonces πf (c) = c̄ y ψ̄(c̄) = b̄ por la conmutatividad del
diagrama.
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4. Fibrados

4.1. De�niciones

De�nición 4.1. Un �brado vectorial es un esquema de tipo �nito sobre K
con un mor�smo de esquemas F

π→ X tal que

existe un recubrimiento de X, X =
∑
Ui

para cada i, π−1(Ui) ⊆ F

π−1(Ui) ∼= Ui ×Spec(K) Kr y el siguiente diagrama conmuta

π−1(Ui)

��

∼= // Ui ×Spec(K) Kr

wwooooooooooooo
oo

Ui

Además se tiene que:

π−1(Ui) ⊇ π−1(Ui ∩ Uj) ⊆ π−1(Uj)

y por la equivalencia anterior tendríamos:

Ui ×Kr ∼= (Ui ∩ Uj)×Kr ∼= (Uj ∩ Ui)×Kr ∼= Uj ×Kr

Hay una equivalencia entre la categoría de �brados vectoriales y haces
localemente libres sobre esquemas de tipo �nito. Trataremos a la par �brados
y haces, los distinguiremos por el tipo de letra: si F es un �brado entonces
F será su haz corresponsiente

A continuación daremos la de�nición de �brado normal y conormal. Para
ello supongamos ΩX|Y haz de las diferenciales de X restringido a Y .

Teorema 4.2. Si X es una varieda lisa, tiene un �brado cotangente ΩX

(localemente libre, de rango igual a la dimensión de X y generado por las
diferenciales). Supongamos ahora Y ⊆ X subvariedad lisa, entonces existe el
epimor�smo siguiente

ΩX|Y → ΩY

que consiste en la restricción de las diferenciales.

De�nición 4.3. Se llama �brado conormal de Y en X al núcleo del epimor-
�smo anterior. Se llama �brado normal de Y en X al dual NY |X del �brado
conormal
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Por tanto se tiene la siguiente sucesión exacta:

0→ N∗G|P → ΩP|G → ΩG → 0

4.2. Fibrados Universales

Usaremos la notación y los conceptos dados en [1].
Sea G = G(k, n). Consideremos Λ ∈ G como un subespacio lineal k-

dimensional de P(V ) o como un subespacio (k + 1)-dimensional del espacio
de vectores V ∗. Según el punto de vista que tomemos tenemos dos diagramas
donde las aplicaciones son proyecciones naturales:

I = {(p, v) ∈ P(V )×G|p ∈ Λ}
p

uujjjjjjjjjjjjjjjjj
q

))SSSSSSSSSSSSSSSSS

P(V ) G

Q∗ = {(v,Λ) ∈ V ∗ ×G|v ∈ Λ}
p

uukkkkkkkkkkkkkkkkk
q

))SSSSSSSSSSSSSSSSS

V ∗ G
El segundo diagrama da a Q∗ una estructura de vector �brado sobre

G. Es más, Q∗ es un vector sub�brado del �brado trivial V ∗ × G. De aquí
podemos considerar el cociente

V ∗ ×G/Q∗

que llamaremos �brado vectorial cociente, S.
Podemos asociar a los �brados Q∗ y S su haz localmente libre correspon-

diente sobre G: Q∗ y S. Dualizando obtenemos la sucesión exacta universal
sobre G

0 // S∗ // V ⊗ ϑG // Q // 0

De�nición 4.4. Los haces S∗ y Q de la sucesión anterior se llaman sub�-
brado universal (de rango n − k) y cociente sub�brado universal (de rango
k + 1) respectivamente.

Notación 4.5. Llamaremos �brados universales a los haces localmente li-
bres correspondientes. La notación es consistente si miramos los espacios
grassmannianos como el espacio de cocientes de V . Puede no ser notación
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estándar pero preferimos que S y Q tengan el mismo comportamiento al
dualizar. Esto es así porque tenemos la siguiente identi�cación G(k,Pn) ≈
G(n − k − 1,Pn∗). Y entonces la sucesión exacta para G(n − k − 1,Pn∗)
es la dual de la sucesión anterior. De esta forma podemos intercambiar los
�brados de S y Q.

Al intercambiar de forma libre las nociones de haz localmente libre y
vector �brado tenemos que:

mirando como vector �brado, el cociente universal �brado puede ser
interpretado como el dual del sub�brado Q∗ del vector �brado trivial
G × V ∗, Q∗ = {(l, v) tal que v es un vector del espacio lineal ~l que
de�ne L}

también consideramos el vector �brado universal S := G× V ∗/Q∗ que
puede ser interpretado como el dual del sub�brado de G× V ∗ que con-
siste en S = {(l, h) tal que H se anula en L}

Además se veri�ca que S|Ui0j0
viene generado por alguno de las formas

lineales Hijk de�nidas anterioremente

S∗|Ui0j0
=< Hi0j0k, k = 0, . . . , n, k 6= i0, j0 >

Un modo alternativo de construir �brados universales es considerar en
Pn = P(V ) la sucesión de Euler

0 // ΩPn(1) // V ⊗ ϑPn // ϑPn(1) // 0

haciendo que vuelva a I mediante p y haciendo que vuelva a G mediante q.
Así tendríamos :

- S∗ = q∗p
∗(ΩPn(1))

- Q = q∗p
∗(ϑPn(1))

Observación 4.6. En G(0, n) = Pn, la sucesión exacta universal coincide
con la sucesión de Euler y Q = ϑPn(1) y S = TPn(−1). En G(n−1, n) = Pn∗,
tenemos que Q = TPn∗(−1) y S = ϑPn∗(1).

De las identi�cacones de S∗ y Q con las proyecciones p y q se sigue que
H0(G,Q) = V y considerando los duales, H0(G,S) = V ∗. En particular:

- dar una sección no nula de Q es lo mismo que dar un hiperplano de Pn
(salvo constantes)
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- dar una sección no nula de S es lo mismo que dar un punto en Pn
(salvo constantes)

Más en general, tomamos s0, . . . , sr r + 1 secciones independietes de S.
Generan un subespacio lineal W ⊆ V ∗ de dimensión r + 1 que de�ne un
r-plano Ω ⊆ Pn. Consideramos el siguiente diagrama conmuitativo de suce-
siones exactas de �brados vectoriales:

0

��
W ×G

��

s

%%JJJJJJJJJJJ

0 // Q∗ // V ∗ ×G //

��

S // 0

V ∗/W ×G

��
0

donde s está de�nido por las secciones s0, . . . , sr dadas de S. Queremos
estudiar cuándo

s : W ×G −→ S

o su asociada
W × ϑG −→ S

no es inyectiva.
Del diagrama tenemos que un elemento (w,Λ) ∈ W × G va a 0 por s si

y sólo si su imagen en V ∗ × G está en Q∗ y ésto ocurre si y sólo si w ∈ Λ.
Ésto quiere decir que s no es inyectiva en la �bra de Λ si y sólo si Λ tiene
intersección no nula con W .

Así tenemos que el conjunto donde s es degenerada localmente coincide
con el conjunto de k-planos Λ ∈ Pn tal que Λ corta a Ω. (Tenemos un resul-
tado análogo para las secciones de Q). Todo ésto se resume en la siguiente
proposición.

Proposición 4.7. Tenemos las identi�caciones naturales H0(G,Q) = V y
H0(G,S) = V ∗. Bajo estas identi�caciones, s secciones independientes de
Q corresponden con un subespacio lineal A ⊆ Pn de codimensión s.
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Si s ≤ k + 1, el conjunto de dependencia local de las secciones coincide
con el conjunto de k-planos que cortan a A en dimensión al menos k−s+1.

Análogamente, r+ 1 secciones independientes de S corresponden con un
subespacio lineal B ⊆ Pn de dimensión r.

Si r+1 ≤ n−k, el conjunto de dependencia local de las secciones coincide
con el conjunto de k-planos que cortan a B.

Si tomamos s = k+1 y r+1 = n−k, entonces tenemos el mismo conjunto
de dependencia local que coincide con el conjunto de k-planos que cortan a
un (n − k − 1)-plano �jado ya que tenemos la siguiente identi�cación de
haces invertibles

∧k+1Q ∼=
∧n−k S (podemos ver la equivalencia mediante

la sucesión exacta universal).

Observación 4.8. Como este haz invertible es dado por el embebimiento
Plücker, lo denotaremos por ϑG(1).

A continuación daremos una propiedad del �brado universal Q.

Proposición 4.9. Supongamos G = G(1, n). Se tiene que Q∗ ∼= Q(−1) y el
isomor�smo viene dado por la siguiente aplicación

Q⊗ ϑG(−1) ∼= Q∗

w∗i0 ⊗ ¯ai0,j0 ←→ wj0
w∗j0 ⊗ ¯ai0,j0 ←→ −wi0

Demostración. Como Q es un �brado universal de rango 2, tenemos la apli-
cación no degenerada siguiente,

Q⊗Q→
2∧
Q

Como
∧2Q = ϑG(1) entonces tenemos la siguiente aplicación bilineal

Q⊗Q→ ϑG(1)

y por tanto
Q⊗Q(−1)→ ϑG

sigue siendo una aplicación no degenerada. Entonces se veri�ca que el dual del
primer elemento del producto es isomorfo al segundo elemento del producto,
es decir Q∗ ∼= Q(−1).

Daremos el isomor�smo de forma explícita. Para ello pasamos de tensores
a homomor�smos. Usamos los isomor�smo obtenidos en la sección (3.3).
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Damos el isomor�smo de forma local, en los abiertos Ui0j0 . Debemos
tomar V ∗ = Q,

∧2 V = ϑG(−1) y V = Q∗. Ahora, ϑG(−1) está generado
por un vector de coordenadas Plücker. Veamos como sería dicho vector:

Suponemos que la matriz de Plücker en Ui0j0 es

(aij) =

(
a00 . . . 1 . . . 0 . . . a0n

a10 . . . 0 . . . 1 . . . a1n

)
así haríamos que pi0j0 = 1. Entonces el elemento que genera ϑG(−1) es
< (p01, . . . , 1, . . . , pn−1n) >=< ¯ai0j0 > (ponemos todas las coordenadas pij
de la matriz (aij) con pi0j0 = 1).

Por tanto el isomor�smo que buscábamos es el siguiente:

Q⊗ ϑG(−1) ≈ Q∗

w∗i0 ⊗ ¯ai0,j0 ←→ wj0
w∗j0 ⊗ ¯ai0,j0 ←→ −wi0

4.3. Sucesión de Euler

Queremos estudiar como es la sucesión de Euler:

0→ ΩPn → ϑPn(−1)n+1 → ϑPn → 0

. Lo haremos de forma análoga al Teorema 3.18, Capítulo II de [4].
Sea S = K[x0, . . . , xn] anillo graduado. Consideramos S(−1)n+1 y de�ni-

mos una aplicación a S.

φ : S(−1)n+1 −→ S
F0, . . . , Fn 7−→ x0F0 + . . .+ xnFn

φ manda elementos homogéneos de grado l en elementos homogéneos de
grado l, por tanto φ es una aplicación homogénea de grado 0.

Entonces φ de�ne un mor�smo de haces (usamos F̃ para denotar el haz
correspondiente a F ):

φ̃ : ˜S(−1)n+1 = ϑPn(−1)n+1 −→ S̃ = ϑPn

Aunque φ no es suprayectiva, φ̃ sí lo es. Veámoslo:
Im(φ) = (x0, . . . , xn)

S(−1)n+1 φ−→ S −→ K[x0, . . . , xn]/(x0, . . . , xn) ∼= K −→ 0
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Entonces tendríamos:

˜S(−1)n+1 φ̃=ψ−→ S̃ −→ ˜S/(x0, . . . , xn) ∼= 0̃ = 0

Llamamos M = ker(φ) a un módulo que dará un haz M̃ localmente
libre. Los abiertos D+(xi) = Spec(K[x0xi , . . . ,

xn
xi

]) recubren S(−1)n+1. M
consiste en las n+ 1−úplas (F0, . . . , Fn) tal que x0F0 + . . . + xnFn = 0.
M̃ |D+(xi) = M̃(xi) son los cocientes homogéneos de grado 0.

Suponemos que los elementos de M(xi) (que son homogéneos de grado 0)
son de la forma (F0

xai
, . . . , Fn

xai
) ∈M(xi), con a ∈ K, necesitaríamos que Fk sean

homogéneos de grado a − 1 y que se veri�que además la condición anterior
((F0, . . . , Fn) tal que x0F0 + . . .+xnFn = 0). Entonces podemos despejar Fi
en función de F0, . . . , F̂i, . . . , Fn

Sabemos que M(xi) es un K[x0xi , . . . ,
xn
xi

]-módulo libre de base:

( 1
xi
,−x0

x2i
, 0, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0,−xn

x2i
, 1
xi

)

Ésto es por,

(
F0

xai
, . . . ,

Fn
xai

) =
F0

xa−1
i

d(
x0
xi

)︷ ︸︸ ︷
(

1

xi
, 0, . . . , 0,−x0

x2
i︸︷︷︸

i

, 0, . . . , 0) + . . .︸︷︷︸
î

+

Fn

xa−1
i

d(xn
xi

)︷ ︸︸ ︷
(0, . . . , 0,−xn

x2
i︸ ︷︷ ︸

(i)

, 0, . . . , 0,
1

xi
)

A cada elemento de la base lo llamamos como sigue:

d(
xk
xi

) = (0, . . . , 0,−xk
x2
i︸︷︷︸

(i)

, 0, . . . , 0,
1

xi︸︷︷︸
(k)

, 0, . . . , 0)

Así tendremos en D+(xi) una base,

d(
x0

xij
), . . . , d(

xn
xi

)

Existe una relación entre las bases que veri�ca las reglas de derivación,
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d(
xk
xj

) = (0, . . . , 0,−xk
x2
j︸︷︷︸

(j)

, 0, . . . , 0,
1

xj︸︷︷︸
(k)

, 0, . . . , 0)

d(
xk
xi′

) = (0, . . . , 0,−xk
x2
i′︸ ︷︷ ︸

(i′)

, 0, . . . , 0,
1

xi′︸︷︷︸
(k)

, 0, . . . , 0)

d(
xj
xi′

) = (0, . . . , 0,− xj
x2
i′︸ ︷︷ ︸

(i′)

, 0, . . . , 0,
1

xi′︸︷︷︸
(j)

, 0, . . . , 0)

d(
xk
xj

) =
xi′

xj
d(
xk
xi′

)− xi′xk
x2
j

d(
xj
xi′

)

Ya tenemos como son los elementos de la base de M = ker(φ) que es
lo que queríamos. Teniendo esta idea de la sucesión de Euler nos será más
intuitivo ver que el isomor�smo de la siguiente subsección es cierto.

Más adelante usaremos la sucesión de Euler y la base del núcleo que
hemos caluclado para el caso particular de la grassmanniana G = G(1, n),

0→ ΩP|G → ϑP|G(−1)(
n+1
2 ) → ϑG → 0

4.4. Isomor�smo entre �brados universales y el haz de las

diferenciales S∗ ⊗Q∗ ∼= ΩG

Nos apoyaremos en [2]. Sé sabe que Q∗ ⊗ S∗ ∼= ΩG para cualquier grass-
manniana, lo probaremos en el caso k = 1 pues el caso general es bastante
engorroso.

Lema 4.10. Sea Ui0j0 el subconjunto de G que consiste en aquellas rectas
donde las coordenadas Plücker pi0j0 no son cero. Se sabe que Ui0j0 es un
conjunto abierto afín de G con coordenadas a�nes

qi0k
qi0j0

,
qj0k
qi0j0

donde k =

0, . . . , î0, . . . , ĵ0, . . . , n. Entonces existe un isomor�smo

Q∗ ⊗ S∗ ∼= ΩG

determinado en cada Ui0j0 por

Q∗ ⊗ S∗ −→ ΩG
(p̄, wi0 ⊗Hi0j0k) 7−→ p2

i0j0
d(

qi0k
qi0j0

)

(p̄, wj0 ⊗Hi0j0k) 7−→ p2
i0j0

d(
qj0k
qi0j0

)
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donde p̄ son las coordenadas Plücker de un elemento de Ui0j0.

Demostración. Como Ui0j0 es isomorfo a un espacio afín de coordenadas
qi0k
qi0j0

,
qj0k
qi0j0

con k = 0, . . . , î0, . . . , ĵ0, . . . , n se tiene que ΩG|Ui0j0
es trivial y

una base viene dada por d(
qi0k
qi0j0

), d(
qj0k
qi0j0

) con k = 0, . . . , î0, . . . , ĵ0, . . . , n.

De aquí podemos de�nir unívocamente un isomor�smo

φi0j0 : ΩG|Ui0j0
−→ (Q∗ ⊗ S∗)|Ui0j0

(p̄, d(
qi0k
qi0j0

)) 7−→ (p̄, 1
p2i0j0

wi0 ⊗Hi0j0k)

(p̄, d(
qj0k
qi0j0

)) 7−→ (p̄, 1
p2i0j0

wj0 ⊗Hi0j0k)

Obsérvese que d(
qi0k
qi0j0

) = −d(
qi0k
qj0i0

) y Hj0i0k = −Hi0j0k,entonces la se-

gunda asignación parece natural si queremos mantener algo de simetría en
los índices i0, j0, k.

De la relación de Plücker

d(
qkl
qi0j0

) =
qi0k
qi0j0

d(
qj0l
qi0j

) +
qj0l
qi0j0

d(
qi0k
qi0j0

)− qi0l
qi0j0

d(
qj0k
qi0j0

)−
qj0k
qi0j0

d(
qi0l
qi0j0

)

De aquí tenemos que: (omitimos p̄ de la función anterior para simpli�car
la notación)

φi0j0 : d( qkl
qi0j0

) 7−→ 1
p2i0j0

(wj0 ⊗Hi0kl − wi0 ⊗Hj0kl)

Veamos que la asignación anterior es correcta, para ello primero calcu-
laremos φi0j0(d( qkl

qi0j0
)) y simpli�caremos el resultado. Luego desarrollaremos

la expresión wj0⊗Hi0kl−wi0⊗Hj0kl y la simpli�caremos. Por último veremos
con algunas equivalencias que las dos expresiones obtenidas son iguales.

1. Calculamos φi0j0(d( qkl
qi0j0

)).

φi0j0(d(
qkl
qi0j0

)) =
qi0k
qi0j0

φ(d(
qj0l
qi0j0

))+
qj0l
qi0j0

φ(d(
qi0k
qi0j0

))− qi0l
qi0j0

φ(d(
qj0k
qi0j0

))−
qj0k
qi0j0

φ(d(
qi0l
qi0j0

)) =

1

p2
i0j0

(
qi0k
qi0j0

wj0⊗Hi0j0l+
qj0l
qi0j0

wi0⊗Hi0j0k−
qi0l
qi0j0

wj0⊗Hi0j0k−
qj0k
qi0j0

wi0⊗Hi0j0l) =

usamos que:
Hi0j0k = pj0kxi0 − pi0kxj0 + pi0j0xk
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=
1

p2
i0j0

(
qi0k
qi0j0

wj0⊗(pj0lxi0−pi0lxj0+pi0j0xl)+
qj0l
qi0j0

wi0⊗(pj0kxi0−pi0kxj0+pi0j0xk)−

qi0l
qi0j0

wj0⊗(pj0kxi0−pi0kxj0+pi0j0xk)−
qj0k
qi0j0

wi0⊗(pj0lxi0−pi0lxj0+pi0j0xl)) =

=
1

p2
i0j0

(wj0⊗xi0(
qi0k
qi0j0

pj0l−
qi0l
qi0j0

pj0k)+wj0⊗xj0(− qi0k
qi0j0

pi0l+
qi0l
qi0j0

pi0k)+wj0⊗xk(−
qi0l
qi0j0

pi0j0)+

wj0⊗xl(
qi0k
qi0j0

pi0j0)+wi0⊗xi0(
qj0l
qi0j0

pj0k−
qj0k
qi0j0

pj0l)+wi0⊗xj0(−
qj0l
qi0j0

pi0k+
qj0k
qi0j0

pi0l)+

wi0 ⊗ xk(
qj0l
qi0j0

pi0j0) + wi0 ⊗ xl(−
qj0k
qi0j0

pi0j0))

2. Calculamos wj0 ⊗Hi0kl − wi0 ⊗Hj0kl.

wj0⊗Hi0kl−wi0⊗Hj0kl = wj0⊗(pklxi0−pi0lxk+pi0kxl)−wi0⊗(pklxj0−

pj0lxk + pj0kxl) = wj0 ⊗ xi0(pkl) +wj0 ⊗ xk(−pi0l) +wj0 ⊗ xl(−pi0k)+

wi0 ⊗ xj0(−pkl) + wi0 ⊗ xk(pj0l) + wi0 ⊗ xl(−pj0k)

3. Igualamos coe�ciente a coe�ciente lo que hemos obtenido de (1) y (2):

qi0k
qi0j0

pj0l −
qi0l
qi0j0

pj0k = pkl

− qi0k
qi0j0

pi0l +
qi0l
qi0j0

pi0k = 0

− qi0l
qi0j0

pi0j0 = −pi0l
‘qi0k
qi0j0

pi0j0 = pi0k
qj0l
qi0j0

pj0k −
qj0k
qi0j0

pj0l = 0

− qj0l
qi0j0

pi0k +
qj0k
qi0j0

pi0l = −pkl
qj0l
qi0j0

pi0j0 = pj0l

− qj0k
qi0j0

pi0j0 = −pj0k

Todas las igualdades anteriores se dan por la relación de Plücker.
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Falta probar que los isomor�smos {φi0j0} pegan bien en Ui0j0
⋂
Ui′j′ .

Para ello necesitamos comprobar que cada d( qkl
qi′j′

) tiene la misma imagen

mediante φi0j0 que mediante φi′j′ . Usaremos las siguientes relaciones:

wi′ =
pi0i′

pi0j0
wj0 −

pj0i′

pi0j0
wi0

wj′ =
pi0j′

pi0j0
wj0 −

pj0j′

pi0j0
wi0

Veamos por qué se dan las dos igualdades anteriores. Se tiene que:

wi0 = (pi00, . . . , pi0n)

w′i = (pi′0, . . . , pi′n)

wj0 = (pj00, . . . , pj0n)

w′j = (pj′0, . . . , pj′n)

Restamos las siguientes igualdades,

pi0i′

pi0j0
wj0 = (

pi0i′pj00

pi0j0
, . . . ,

pi0i′pj0n
pi0j0

)

pj0i′

pi0j0
wi0 = (

pj0i′pi00

pi0j0
, . . . ,

pj0i′pi0n
pi0j0

)

quedándonos lo siguiente,

pi0i′

pi0j0
wj0 −

pj0i′

pi0j0
wi0 = (

pi0i′pj00

pi0j0
−
pj0i′pi00

pi0j0
, . . . ,

pi0i′pj0n
pi0j0

−
pj0i′pi0n0

pi0j0
) =

= (pi′0, . . . , pi′n) = wi′

De forma análoga para la otra relación.
Ahora veremos que los isomor�smos {φi0j0} pegan bien en Ui0j0

⋂
Ui′j′ .

1. Calculamos φi′j′(d( qkl
qi′j′

))

φi′j′(d(
qkl
qi′j′

)) =
1

p2
i′j′

(wj′ ⊗Hi′kl − wi′ ⊗Hj′kl) =
1

p2
i′j′

((
pi0j′

pi0j0
wj0−

pj0j′

pi0j0
wi0)⊗Hi′kl−(

pi0i′

pi0j0
wj0−

pj0i′

pi0j0
wi0)⊗Hj′kl) =

1

p2
i′j′

(
pi0j′

pi0j0
wj0⊗(pklxi′−
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pi′lxk+pi′kxl)−
pj0j′

pi0j0
wi0⊗(pklxi′−pi′lxk+pi′kxl)−

pi0i′

pi0j0
wj0⊗(pklxj′−

pj′lxk + pj′kxl) +
pj0i′

pi0j0
wi0 ⊗ (pklxj′ − pj′lxk + pj′kxl)) =

=
1

pi0j0p
2
i′j′

(wj0⊗ (
pi0j′

pi0j0
pklxi′−

pi0i′

pi0j0
pklxj′+(−

pi0j′

pi0j0
pi′l+

pi0i′

pi0j0
pj′l)xk+

+(
pi0j′

pi0j0
pi′k −

pi0i′

pi0j0
pj′k)xl) + wi0 ⊗ (−

pj0j′

pi0j0
pklxi′ +

pj0i′

pi0j0
pklxj′+

(
pj0j′

pi0j0
pi′l −

pj0i′

pi0j0
pj′l)xk + (−

pj0j′

pi0j0
pi′k +

pj0i′

pi0j0
pj′k)xl))

usando la relación de Plücker tenemos las siguientes identi�caciones:

wj0 ⊗ xi′ ; pi0j′pkl = pi0j′pkl

wj0 ⊗ xj′ ; −pi0i′pkl = −pi0i′pkl
wj0 ⊗ xk ; −pi0j′pi′l + pi0i′pj′l = −pi′j′pj0l
wj0 ⊗ xl ; pi0j′pi′k − pi0i′pj′k = pi′j′pi0k

wi0 ⊗ xi′ ; −pj0j′pkl = −pj0j′pkl
wi0 ⊗ xj′ ; pj0i′pkl = pj0i′pkl

wi0 ⊗ xk ; pj0j′pi′l − pj0l′pj′l = pi′j′pj0l

wi0 ⊗ xl ; −pj0j′pi′k + pj0i′pj′k = −pi′j′pj0k
Así tenemos que:

φi′j′(d(
qkl
qi′j′

)) =
1

pi0j0p
2
i′j′

(wi0⊗(pi′j′pj0lxk−pi′j′pj0kxl−pj0j′pklxi′+pj0i′pklxj′)+

+wj0 ⊗ (−pi′j′pi0lxk + pi′j′pi0kxl + pij′pklxi′ − pi0i′pklxj′))

2. Calculamos φi0j0(d( qkl
qi′j′

))

Para ello usaremos la siguiente igualdad:

d(
pkl
pi′j′

) =
p2
i0j0

p2
i′j′

(
pi′j′

pi0j0
d(

pkl
pi0j0

)− pkl
pi0j0

d(
pi′j′

pi0j0
))

Esta igualdad viene de derivar

pkl
pi′j′

=

pkl
pi0j0
pi′j′
pi0j0
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d(
pkl
pi′j′

) = d(

pkl
pi0j0
pi′j′
pi0j0

) =
1

pi′j′
pi0j0

2 (d(
pkl
pi0j0

)
pi′j′

pi0j0
− pkl
pi0j0

d(
pi′j′

pi0j0
)) =

=
p2
i0j0

p2
i′j′

(
pi′j′

pi0j0
d(

pkl
pi0j0

)− pkl
pi0j0

d(
pi′j′

pi0j0
))

Usamos la de�nición de φi0j0

φi0j0(d(
qkl
qi′j′

)) =
p2
i0j0

p2
i′j′

(
pi′j′

pi0j0

1

p2
i0j0

(wj0 ⊗Hi0kl − wi0 ⊗Hj0kl)−

− pkl
pi0j0

1

p2
i0j0

(wj0 ⊗Hi0i′j′ − wi0 ⊗Hj0i′j′)) =

Queremos comprobar que es igual a la expresión del apartado (1).

=
1

pi′j′pi0j0
(wj0⊗(pklxi0−pi0lxk+pi0kxl)−wi0⊗(pklxj0−pj0lxk+pj0kxl))+

pkl
pi0j0p

2
i′j′

(−wj0⊗(pi′j′xi0−pi0j′xi′+pi0i′xj′)+wi0⊗(pi′j′xj0−pj0j′xi′+pj0i′xj′)) =

1

pi0j0p
2
i′j′

(wj0⊗(pi′j′pklxi0−pi′j′pi0lxk+pi′j′pi0kxl)−wi0⊗(pi′j′pklxj0−pi′j′pj0lxk+

pi′j′pj0kxl)) +
1

pi0j0p
2
i′j′

(−wj0 ⊗ (−pklpi′j′xi0 + pklpij′xi′ − pklpi0i′xj′)+

wi0⊗(pklpi′j′xj0−pklpj0j′xi′+pklpj0i′xj′)) =
1

pi0j0p
2
i′j′

(wj0⊗(xi0(pi′j′pkl−

pklpi′j′) + xi′(pklpi0j′) + xj′(−pklpi0i′) + xk(−pi′j′pi0l) + xl(pi′j′pi0k))+

wi0⊗(xj0(−pi′j′pkl+pklpi′j′)+xi′(−pklpj0j′)+xj′(pklpj0i′)+xk(pi′j′pj0l)+

xl(−pi′j′pj0k)))

Esta expresión coincide con la expresión que teníamos.
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5. Fibrado conormal

5.1. Diagrama conmutativo

Nuestro objetivo en esta sección es probar que el diagrama siguiente
conmuta:

ΩP|G
ϕ1 // ΩG

S∗ ⊗H0(ϑPn(1))⊗ ϑG(−1)

ϕ4

OO

ϕ3 // S∗ ⊗Q∗

ϕ2

OO

Para esto estudiaremos cada aplicación por separado y de forma local,
trabajaremos en los abiertos Ui0j0 de�nidos en la sección 1.1

1. ϕ1 : ΩP|G → ΩG

Esta aplicación viene de la sucesión mencionada en el apartado 4.1

0→ N∗G|P → ΩP|G → ΩG → 0

Sabemos que ΩG está generado por d(
qi0j
qi0j0

) y d(
qij0
qi0j0

) (que también son

elementos de ΩP|G).

Faltaría dar la imagen de d(
qij
qi0j0

). Para ello usaremos la relación de

Plücker ya conocida,

pijpi0j0 − pii0pjj0 + pij0pji0 = 0

y de aquí obtenemos una relación entre las diferenciales,

d(
pij
pi0j0

) =
pi0i
pi0j0

d(
pj0j
pi0j0

) +
pj0j
pi0j0

d(
pi0i
pi0j0

)− pi0j
pi0j0

d(
pj0i
pi0j0

)− pj0i
pi0j0

d(
pi0j
pi0j0

)

Así tendríamos que:

ϕ1 : ΩP|G −→ ΩG
d(

qi0j
qi0j0

) 7−→ d(
qi0j
qi0j0

)

d(
qij0
qi0j0

) 7−→ d(
qij0
qi0j0

)

d(
qij
qi0j0

) 7−→ qi0i
qi0j0

d(
qj0j
qi0j0

) +
qj0j
qi0j0

d(
qi0i
qi0j0

)− qi0j
qi0j0

d(
qj0i
qi0j0

)− qj0i
qi0j0

d(
qi0j
qi0j0

)

Ya tenemos de�nida la primera de las aplicaciones.
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2. ϕ2 : S∗ ⊗Q∗ → ΩG

Esta aplicación ya la conocíamos por la sección 3.4, vamos a recordarla.

ϕ2 : S∗ ⊗Q∗ −→ ΩG
(p̄, wi0 ⊗Hi0j0k) 7−→ p2

i0j0
d(

qi0k
qi0j0

)

(p̄, wj0 ⊗Hi0j0k) 7−→ p2
i0j0

d(
qj0k
qi0j0

)

donde

- p̄ simboliza las coordenadas de Plücker de un elemento de Ui0j0
- wi0 = (pi0, . . . , pin) donde i = 0, . . . , n

- Hijk = pjkxi − pikxj + pijxk donde i, j, k = 0, . . . , n y x0, . . . , xn
es un sistema de coordenadas de Pn

3. ϕ3 : S∗ ⊗H0(ϑPn(1))⊗ ϑG(−1)→ S∗ ⊗Q∗

Esta aplicación viene de modi�car la sucesión exacta universal (sección
4.2). Necesitaremos también el isomor�smo probado en la Proposición
4.9.

0→ S∗ → H0(ϑPn(1))⊗ ϑG → Q→ 0

0→ S∗(−1)→ H0(ϑPn(1))⊗ ϑG(−1)→ Q(−1) = Q∗ → 0

Hacemos producto tensorial con S∗ y usamos la siguiente notación:
S∗ ⊗ S∗(−1) = S∗ ⊗ S∗ ⊗ ϑ(−1).

0→ S∗ ⊗ S∗ ⊗ ϑ(−1)→ S∗ ⊗H0(ϑPn(1))⊗ ϑG(−1)
ϕ3→ S∗ ⊗Q∗ → 0

Ahora, de la sucesión exacta universal tenemos que la siguiente sucesión
es exacta,

0→ Q∗ ⊆ G×H0(ϑPn(1))∗ → S → 0

y además Q∗ → G × H0(ϑPn(1))∗ es una aplicación inyectiva, y por
tanto,

Q(−1)→ G×H0(ϑPn(1))∗

es inyectiva. Al dualizar nos quedaría que

G×H0(ϑPn(1))→ Q(1)∗

es una aplicación suprayectiva, y �nalmente obtenemos la siguiente
aplicación entre �brados

G×H0(ϑPn(1))× ϑG(−1)→ Q∗
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. Si pasamos al producto tensorial tendríamos la aplicación lineal,

H0(ϑPn(1))⊗ ϑG(−1)→ Q∗

y por tanto,

S∗ ⊗H0(ϑPn(1))⊗ ϑG(−1)→ S∗ ⊗Q∗

también es una aplicación lineal.

Así tenemos la aplicación S∗ ⊗H0(ϑPn(1)) ⊗ ϑG(−1) → S∗ ⊗ Q∗ que
es un mor�smo de �brados triviales localmente. Ahora, para de�nir la
aplicación debemos tener presente que H0(ϑPn(1))⊗ϑG está generado
por los hiperplanos xi de Pn que veri�can qij = xi ∧ xj .
Debemos dar la aplicación H0(ϑPn(1))×G→ Q =< wi0 , wj0 >

∗

= {< wi0 , wj0 >→ K} =< w∗i0 , w
∗
j0
> que es la aplicación restricción

por ser la dual de la inclusión Q∗ ⊆ H0(ϑPn(1))∗×G. Ahora, sabemos
que los hiperplanos xi ∈ H0(ϑPn(1)) generan H0(ϑPn(1)), entonces

H0(ϑPn(1))×G −→ Q =< w∗i0 , w
∗
j0
>

xl 7−→ pi0l
pi0j0

w∗i0 +
pj0l
pi0j0

w∗j0

Esta aplicación la de�nimos así por lo siguiente: suponemos que esta-
mos en un espacio vectorial V de dimensión n con baseB = {v0, . . . , vn},
su espacio dual V ∗ con base B∗ = {v∗0, . . . , v∗n} veri�cando

v∗i : V −→ K
vj 7−→ δij

Supongamos ahora f ∈ V ∗ y que viene dada por

f : V −→ K
v 7−→ λ0v

∗
0 + . . .+ λnv

∗
n

Entonces tendríamos que f(vi) = λi.

Para conseguir la aplicación que queremos, debemos tensorizar por
ϑG(−1)

H0(ϑPn(1))⊗ ϑG(−1)→ Q⊗ ϑG(−1) ∼= Q∗

Usamos el isomor�smo Q∗ ≈ Q(−1)

H0(ϑPn(1))⊗ ϑG(−1) −→ Q⊗ ϑG(−1) −→ Q∗

xl ⊗ ¯ai0j0 7−→ pi0l
pi0j0

w∗i0 ⊗ ¯ai0j0 +
pj0l
pi0j0

w∗j0 ⊗ ¯ai0j0 7−→ pi0l
pi0j0

wj0 −
pj0l
pi0j0

wi0
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Y por tanto:

ϕ3 : S∗ ⊗H0(ϑPn(1))⊗ ϑG(−1) −→ S∗ ⊗Q∗
Hi0j0k ⊗ xl ⊗ ¯ai0j0 7−→ Hi0j0k ⊗

pi0l
pi0j0

wj0 −Hi0j0k
pj0l
pi0j0

wi0

es la aplicación que estábamos buscando.

4. ϕ4 : S∗ ⊗H0(ϑPn(1))⊗ ϑG(−1)→ ΩP|G

Esta aplicación viene de completar el complejo de Eagon-Northcott
(visto en la sección 3.4)

0 // S2S∗ // S∗ ⊗H0(ϑPn(1)) // ∧2H0(ϑPn(1))⊗ ϑG // ϑG(1) // 0

con la sucesión de Euler (visto en la sección 3.3)

0 // ΩP|G // ϑP|G(−1)(
n+1
2 ) =

∧2H0(ϑPn(1))⊗ ϑG(−1) // ϑG // 0

Así tendríamos:

0 → S2S∗ ⊗ ϑG(−1) → S∗ ⊗H0(ϑPn(1))⊗ ϑG(−1) . . .

. . . S∗ ⊗H0(ϑPn(1))⊗ ϑG(−1) −→
∧2H0(ϑPn(1))⊗ ϑG(−1) → ϑG → 0

↘ ↗
ΩP|G

↗ ↘
0 0

Llamamos ψ a la siguiente aplicación

ϑP|G(−1)(
n+1
2 ) =

∧2H0(ϑPn(1))⊗ ϑG(−1)
ψ→ ϑG

y llamamos ϕ a la siguiente

S∗ ⊗H0(ϑPn(1))⊗ ϑG(−1)
ϕ→

∧2H0(ϑPn(1))⊗ ϑG(−1)

Tenemos que dar una base del núcleo de ψ y relacionar la imagen de
los elementos de la base de S∗ ⊗H0(ϑPn(1)) ⊗ ϑG(−1) por ϕ con los
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elementos del nucleo de ψ. Entonces, primero de�niremos ϕ, dando la
imagen de los elementos, luego de�niremos ψ, dando los elementos del
núcleo y por último relacionaremos ambas cosas.

Empezamos de�niendo ϕ. Damos la aplicación de forma explícita,

S∗ ⊗H0(ϑPn(1))⊗ ϑG(−1) −→
∧2H0(ϑPn(1))⊗ ϑG(−1)

Hi0j0k ⊗ xl ⊗ ¯ai0j0 7−→ Hi0j0k ∧ xl ⊗ ¯ai0j0

Ahora sabemos que:

Hijk = pjkxi − pikxj + pijxk

Hi0j0k∧xl = pj0kxi0∧xl−pi0kxj0∧xl+pi0j0xk∧xl = pj0kqi0l−pi0kqj0l+
pi0jqkl

donde prs son las coordenadas Plücker (números) y las qrs están en el
espacio vectorial H0(ϑG(1)).

Así tenemos que Hi0j0k∧xl son ecuaciones de hiperplanos en el espacio
de Plücker donde está nuestra grassmanniana. Luego,

S∗ ⊗H0(ϑPn(1))⊗ ϑG(−1) −→
∧2H0(ϑPn(1))⊗ ϑG(−1)

Hi0j0k ⊗ xl ⊗ ¯ai0j0 7−→ Hi0j0k ∧ xl ⊗ ¯ai0j0 = pj0kqi0l ⊗ ¯ai0j0−
pi0kqj0l ⊗ ¯ai0j0 + pi0j0qkl ⊗ ¯ai0j0

Para dar los elementos del núcleo de ψ repetiremos un razonamiento
análogo al dado en la sección (4.3), para la grassmanniana G = G(1, n).
De esta forma abtenemos que los elementos de la base del núcleo son
de la forma d( q01

qi0j0
), . . . , d( qn−in

qi0j0
) donde

d(
qkl
qi0j0

) = (0, . . . , 0,− pkl
p2
i0j0︸ ︷︷ ︸

(ij)

, 0, . . . , 0,
1

pi0j0︸ ︷︷ ︸
(kl)

, 0, . . . , 0)

Por último vamos a dar una relación entre los elementos de la base del
núcleo, d( qkl

qi0j0
) y los hiperplanos.

d(
qkl
qij

) = (0, . . . , 0,−pkl
p2
ij︸ ︷︷ ︸

(ij)

, 0, . . . , 0,
1

pij︸︷︷︸
(kl)

, 0, . . . , 0)
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l

1

pij
qkl −

pkl
p2
ij

qij

Para dar la aplicación que queremos debemos poner

pj0kqi0l ⊗ ¯ai0j0 − pi0kqj0l ⊗ ¯ai0j0 + pi0j0qkl ⊗ ¯ai0j0

o
pj0kqi0l − pi0kqj0l + pi0j0qkl

de la aplicación ϕ como combinación de los elementos del núcleo dados
anteriormente d( qlk

qi0j0
).

Tenemos que:

d(
qi0l
qi0j0

)↔ 1

pi0j0
qi0l −

pi0l
p2
i0j0

qi0j0

d(
qj0l
qi0j0

)↔ 1

pi0j0
qj0l −

pj0l
p2
i0j0

qi0j0

d(
qkl
qi0j0

)↔ 1

pi0j0
qkl −

pkl
p2
i0j0

qi0j0

entonces,

pj0kpi0j0d(
qi0l
qi0j0

)− pi0kpi0j0d(
qj0l
qi0j0

) + p2
i0j0d(

qkl
qi0j0

)

l

pj0kqi0l − pi0kqj0l + pi0j0qkl +
pi0kpj0l − pj0kpi0

pi0j0
qi0j0 − pklqi0j0 =

pj0kqi0l − pi0kqj0l + pi0j0qkl +
pklpi0j0
pi0j0

qi0j0 − pklqi0j0 =

pj0kqi0l − pi0kqj0l + pi0j0qkl

De�nimos �nalmente la aplicación ϕ4

ϕ4 : S∗ ⊗H0(ϑPn(1))⊗ ϑG(−1) −→ ΩP|G
Hi0j0k ⊗ xl ⊗ ¯ai0j0 7−→ pj0kpi0j0d(

qi0l
qi0j0

)− pi0kpi0j0d(
qj0l
qi0j0

) + p2
i0j0

d( qkl
qi0j0

)
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Por último comprobaremos que el diagrama conmuta. Damos la composi-
ción de las aplicaciones ϕ2 y ϕ3

ϕ3(Hi0j0k ⊗ xl ⊗ ¯ai0j0) = Hi0j0k ⊗
pi0l
pi0j0

wj0 −Hi0j0k
pj0l
pi0j0

wi0

ϕ2(Hi0j0k⊗
pii0
pi0j0

wj0−Hi0j0k
pjj0
pi0j0

wi0) = p2
i0j0

pi0l
pi0j0

d(
qj0k
qi0j0

)+p2
i0j0

pj0l
pi0j0

d(
qi0k
qi0j0

) =

= pi0j0pi0ld(
qj0k
qi0j0

)− pi0j0pj0ld(
qi0k
qi0j0

)

S∗ ⊗H0(ϑPn(1))⊗ ϑG(−1)
ϕ2◦ϕ3−→ ΩG

Hi0j0k ⊗ xl ⊗ ¯ai0j0 7−→ pi0j0pi0ld(
qj0k
qi0j0

)− pi0j0pj0ld(
qi0k
qi0j0

)

y a continuación la composición de ϕ1 y ϕ4

ϕ4(Hi0j0k ⊗ xl ⊗ ¯ai0j0) = pj0kpi0j0d(
qi0l
qi0j0

)− pi0kpi0j0d(
qj0l
qi0j0

) + p2
i0j0d(

qkl
qi0j0

)

ϕ1(pj0kpi0j0d(
qi0l
qi0j0

)−pi0kpi0j0d(
qj0l
qi0j0

)) = pj0kpi0j0d(
qi0l
qi0j0

)−pi0kpi0j0d(
qj0l
qi0j0

)+

p2
i0j0d(

qkl
qi0j0

)+p2
i0j0(

pi0k
pi0j0

d(
qj0l
qi0j0

)+
pj0l
pi0j0

d(
qi0k
qi0j0

)− pi0l
pi0j0

d(
qj0k
qi0j0

)−
pj0k
pi0j0

d(
qi0l
qi0j0

)) =

= pi0j0pj0ld(
qi0k
qi0j0

)− pi0j0pi0ld(
qj0k
qi0j0

)

S∗ ⊗H0(ϑPn(1))⊗ ϑG(−1)
ϕ1◦ϕ4−→ ΩG

Hi0j0k ⊗ xl ⊗ ¯ai0j0 7−→ pi0j0pj0ld(
qi0k
qi0j0

)− pi0j0pi0ld(
qj0k
qi0j0

)

Observamos que tenemos el mismo resultado, luego el diagrama conmuta.
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5.2. Identi�cación del �brado conormal

Por último identi�caremos los espacios que estamos tratando con las
expresiones utilizadas en el lema de la serpiente (sección 3.5) para poder
hacer uso de él.

- coker(f ′) = 0

- coker(f) = 0

- coker(f ′′) = 0

- N ′ = N∗G|P

- N = ΩP|G

- N ′′ = ΩG

- M ′ = S∗ ⊗ S∗ ⊗ ϑG(−1)

- M = S∗ ⊗H0(ϑPn(1))⊗ ϑG(−1)

- M ′′ = S∗ ⊗Q∗

- ker(f ′) = (S2S∗)⊗ϑG(−1) (por ser el diagrama anterior conmutativo)

- ker(f) = (S2S∗)⊗ ϑG(−1)

- ker(f ′′) = 0

Entonces el diagrama correspondiente al lema de la serpiente sería el
siguiente.
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0 0 0

0

OO

// 0

OO

// 0

OO

0 // N∗G|P

OO

// ΩP|G

OO

// ΩG

OO

// 0

0 // S∗ ⊗ S∗ ⊗ ϑG(−1)

OO

// S∗ ⊗H0(ϑPn(1))⊗ ϑG(−1)

OO

// S∗ ⊗Q∗

OO

// 0

(S2S∗)⊗ ϑG(−1)

γ

OO

= // (S2S∗)⊗ ϑG(−1)

OO

//oo 0

OO

0

OO

0

OO

0

OO

En la sección anterior hemos probado que el diagrama superior derecho
conmuta, veri�cándose así las hipótesis de dicho lema. Aunque, faltaría com-
probar que γ es la aplicación natural que manda (S2S∗) ⊗ ϑG(−1) en ella
misma, obteniendo de esta forma la parte alternada: (

∧2 S∗) ⊗ ϑG(−1). Y
por tanto:

N∗G|P = (
2∧
S∗)⊗ ϑG(−1)

y

NG|P = (

2∧
S∗)⊗ ϑG(1)

Veamos que el diagrama

S∗ ⊗ S∗ ⊗ ϑG(−1)
ψ1// S∗ ⊗H0(ϑPn(1))⊗ ϑG(−1)

(S2S∗)⊗ ϑG(−1)

γ

OO

= // (S2S∗)⊗ ϑG(−1)

ψ2

OO

oo

conmuta si de�nimos γ de forma natural. Damos las aplicaciones del diagra-
ma, primero de�nimos ψ1

S∗ ⊗ S∗ ⊗ ϑG(−1)
ψ1−→ S∗ ⊗H0(ϑPn(1))⊗ ϑG(−1)

Hi0j0k ⊗Hi0j0l ⊗ ¯ai0j0 7−→ Hi0j0k ⊗Hi0j0l ⊗ ¯ai0j0
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S∗ → H0(ϑPn(1)) es una inclusión por formar parte de la sucesión exacta
universal

Ahora de�nimos ψ2 de acuerdo con lo comentado en el apartado (3.4.2)
y por ser S∗ → H0(ϑPn(1)) una inclusión (de la sucesión exacta universal).

S2S∗ ⊗ ϑG(−1)
ψ2−→ S∗ ⊗H0(ϑPn(1))⊗ ϑG(−1)

Hi0j0k ·Hi0j0l ⊗ ¯ai0j0 7−→ Hi0j0k ⊗Hi0j0l ⊗ ¯ai0j0 +Hi0j0l ⊗Hi0j0k ⊗ ¯ai0j0

entonces tenemos que:

S2S∗ ⊗ ϑG(−1)
γ−→ S∗ ⊗ S∗ ⊗ ϑG(−1)

Hi0j0k ·Hi0j0l ⊗ ¯ai0j0 7−→ Hi0j0k ⊗Hi0j0l ⊗ ¯ai0j0 +Hi0j0l ⊗Hi0j0k ⊗ ¯ai0j0

Por lo tanto conmuta y así tenemos la expresión que queríamos para el
�brado normal y conormal de la grassmanniana.
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